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Пример 1. Обучаемый отвечает на выборку из n = 10 во-
просов (задач). Если число неправильных ответов m не больше 
двух (с = 2), то он получает оценку «зачтено», или «сдал». Этот 
план контроля знаний сокращенно можно обозначить так: 
(10.2). Рассмотрим основные характеристики такого плана. 

1.1.Оперативная характеристика 
Оперативная характеристика (ОХ) представляет зависи-

мость вероятности получения положительной оценки от дей-
ствительной вероятности Р неправильного ответа на во-
прос/задачу. Предположим, что ответы обучаемого оценивают-
ся безошибочно. В этом случае обучаемый получает положи-

тельную оценку с вероятностью: 

Рሺ݉	  сሻ ൌ ∗,ܮ	 ሺРሻ ൌ ∑ୀ
с 	ܲ∗ሺ݊,݉ሻ,

где Р*(n, m) – вероятность того, что при ответе на выборку из n 
вопросов обучаемый допустит m ошибок, или в случае бино-
миального распределения Bi(n, P) числа неправильных ответов 
на выборку вопросов: 

Ln,c*(Р) =	∑ୀ
с 	C	ܲሺl െ ܲሻି  = Bi(c| n, P)  (1) 

для n > 0 и 0 ≤ c < n. 
Биномиальная модель (1) была 

предложена независимо друг от друга А. Свиридовым (1968, 
1974, 1981 гг.), Лордом и Новиком (1968 г.), Клауером, Фрикке, 
Шотом (1978 г.), Фишером (1974 г.) и Мильманном (1972 г.) в 
предположении, что ответы обучаемого оцениваются безоши-
бочно. Эта модель нашла затем подтверждение в работе 
Н. Н. Моисеева (2001 г.). Биномиальная модель для общего слу-
чая оценки ответов с искажениями была развита в работах 
А. П. Свиридова (1968, 1972, 1974, 1981 гг.). 

В случае обобщенного биноми-
ального распределения получаем [1–4]: 

∗,ܮ (P(a)) =	∑௭ୀି
   Пୀଵ 	 ܲሺܽሻଵି௭ܳሺܽሻ௭, 

где Р(а) = (P1(a), P2(a), ..., Pn(a))' – матрица-столбец вероятностей непра-
вильного ответа на первый, второй, …, n-й вопрос для обучаемого со степе-
нью компетенции a, zi – ответ на i-й вопрос: zi = 1 при правильном и zi = 0 
при неправильном ответе.  

Запись Ln,c*(Р) для ОХ означает, что ОХ зависит от пара-
метров n и c и рассматривается как функция вероятностей не-
правильных ответов. 

Оперативная характеристика при распознавании истинности ответов с ис-
кажениями 

При ККЗ, когда истинность ответов обучаемого оценивается с искажениями, вме-
сто действительной вероятности Р неправильного ответа фиксируется вероятность 
Р෩ ൌ ݂ሺܲሻ. 

При использовании выборочного способа ввода ответов эту зависимость можно 
аппроксимировать прямой линией: 

Р෩ ൌ ܲሺ1 െ ଵ

ௌ
ሻ, (2) 

где S – математическое ожидание числа ответов, которыми сопровождаются вопросы/задачи. 
Если при этом справедливо биномиальное распределение Bi(n, Р), то имеет место 
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следующее фундаментальное соотношение: 

P(m ≤ c) = Ln,c*(Р) =	∑ୀ
с 	C୬୫	Р෨


ሺl െ Р෨ሻି	= Bi(c| n,	Р෩),  (3) 

или 
Ln,c(P) = Ln,c*(Р෩), (4) 

где Ln,c*(Р) – ОХ простого плана контроля знаний при безошибочном распознавании истинности ответов.  

Отметим, что связь (4) между ОХ плана контроля знаний при наличии и отсут-
ствии искажений в оценке ответов справедлива для всех версий планов. 

Возможны три случая: 
 искажения неправильных ответов преобладают;
 искажения неправильных и правильных ответов уравновешиваются;
 искажения правильных ответов преобладают.

В первом случае: 

Р෩ < Р и, соответственно, OX Ln,c(P) сдвигается вправо относительно Ln,c*(Р): 
Ln,c(P) ≥ Ln,c*(Р). 

Во втором случае: 

Р෩ = Р и Ln,c(P) = Ln,c*(Р). 

В третьем случае: 
Р෩ > Р и ОХ сдвигается влево относительно Ln,c*(Р): Ln,c(P) ≤ Ln,c*(Р). 
ОХ можно определить и так:  

Ln,c*(Р) = l – IP (c + l, n – c) = I1–P(n – c, c + l), 
где Ip (c + l, n – c) – табулированная неполная бета-функция.  

Ее таблицы составлены для с + 1 < n – с. При с + 1 > n – с следует использовать 
связь 

IР(n – с, с + 1) = I1–P (с + 1, n – с). 
Для определения ОХ в случае биномиального распределения (1) или (3) можно 

использовать номограммы Ларсона (1967 г.). Они отображают связь между вероятно-
стями Р෩ или Р неправильного ответа, приемочным числом с, объемом выборки n и со-
ответствующей вероятностью Ln,c*(Р) или Ln,c(Р). 

Пример 2. Студент не усвоил 40% учебного материала (Р = 0,4). Двухбалльный 
ККЗ проводится с помощью интеллектуальной обучающей системы по плану (2), при-
чем искажения в оценке ответов отсутствуют. Чему равна вероятность получения по-
ложительной оценки этим студентом?  

Решение. Подставив Р = 0,4 в (1), получаем: L10,2*(Р = 0,4) = Bi(2| 10; 0,4) = 0,167. 

Пример 3. Как изменится вероятность положительной оценки при проведении 
ККЗ по тому же плану, когда контроль проводится другой обучающей системой, до-
пускающей искажения при оценке ответов? Предположим, что между вероятностями Р෩ 
и Р имеет связь (2) с S = 4. 

Решение. Из (2) для Р = 0,4 имеем: Р෩ = 0,4(1 – 0,25) = 0,30. Подставим это значе-
ние Р෩ в (3). получаем: L10,2(0,4) = L10,2*(0,3) = Bi(2| 10; 0,3) = 0,382. 

1.2. Риски недооценки и переоценки знаний 
Часто целесообразно установить два граничных значения Р1 и Р2 и использовать 

следующее правило принятия гипотез Н1 и H2: 

Р ≤ P1 → Н1, 

P1 < Р < Р2 → зона безразличия между Н1 и H2. (5)
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Р ≥ Р2 → Н2. 

Аналогично статистическому контролю качества продукции назовем величины Р1 
и Р2 соответственно границей приема (AQL-acceptable quality level) и границей откло-
нения (LTPD = lot tolerance percent defective oder, RQL = rejectable quality level). 

Вследствие выборочного характера процесса контроля при Р ≤ Р1 обучаемый мо-
жет быть недооценен, а другой обучаемый в случае Р ≥ Р2 – переоценен. На основе (5), 
(6) можно определить риски недооценки и переоценки знаний при контроле по просто-
му (одноступенчатому) плану при безошибочной оценке истинности ответов: 

α* = 1 – P(m ≤ c/P = P1) = 1 – Ln,c*(P1), (6) 
β* = P(m ≥ c/P = P2) = Ln,c*(P2) 

или в случае биномиального распределения Bi(n, P) числа неправильных ответов: 

α* = 1– ∑ୀ
с 	C	 ଵܲ

ሺl െ ଵܲሻ–, (7) 

β*=	∑ୀ
с 	C	 ଶܲ

ሺl െ ଶܲሻ–.
При наличии искажений в распознавании истинности ответов и справедливости 

биномиального распределения Bi(n, Р) следует: 

α = 1 – Ln,c(P1) = 1 – Ln,c*(Р෩1) = 1െ	∑ୀ
с 		C	Р෩ଵ


ሺl െ Р෩ଵሻ–  (8) 

β = 1 – Ln,c(P2) = Ln,c*(Р෩2) =	∑ୀ
с 		C	Р෩ଶ


ሺl െ Р෩ଶሻ–

Ниже предположим справедливость соотношений 
0 < Р1 < Р2 < 1 и 1 > 1 – α > 0,5 > β > 0. 

Пример 4. Дано: n = 10; с = 2; Р1 = 0,2; Р2 = 0,3. Определить риски недооценки и 
переоценки знаний при отсутствии и наличии искажений в оценке ответов. Для ККЗ 
подготовлена программа контроля. Каждый вопрос или задача сопровождается в сред-
нем четырьмя ответами (S = 4): один ответ правильный, три других – неправильные. 
Связь Р෩ ൌ ݂ሺܲሻ аппроксимируется прямой линией (2) с S = 4. 

Решение. Определим сначала риски недооценки и переоценки знаний в случае 
безошибочного распознавания истинности ответов. Подставив Р1 = 0,2 и Р2 = 0,3 в (7), 
(8), получаем: α* = 0,323, β* = 0,382. Из (2) при S = 4 следует: Р෩1 = 0,15, Р෩2 = 0,225. 
Подставив эти значения Р෩1 и Р෩2 в (8) получаем: α = 0,180, β = 0,602. 

1.3. Реализация психометрической функции педагога 
При двухбалльном контроле знаний опенка как случайная переменная принимает два 

значения: у = 1 и у = 0 с вероятностями L(P) и 1 – L(P) (при наличии искажений в распо-
знавании истинности ответов) и с вероятностями L*(P) и 1 – L*(P) (в случае безошибочной 
оценки ответов). В силу этого реализации психометрической функции педагога (эксперта) 
посредством интеллектуальной обучающей или поддерживающей системы при отсутствии 
и наличии искажений в оценке ответов обучаемого можно определить так: 

M*(y/P) = L*(P), 
M(y/P) = L(P), 

т. е. реализация психометрической функции при ККЗ совпадает с ОХ. 
1.4. Синтез плана по двум точкам оперативной характеристики. Безошибоч-

ное распознавание ответов 
Необходимо так определить объем выборки и приемочное число с, чтобы соот-

ветствующая ОХ проходила примерно через две заданные точки. Для этой цели пред-
ставим требования к ОХ следующим образом: 

Ln,c*(P) ≥ 1 – α* для всех Р ≤ Р1, 
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Ln,c*(P) ≤ β* для всех Р ≥ Р2, (9) 
где Р1 и Р2 – границы выставления оценок «зачтено» и «не зачтено», а α и β – риски недооценки пере-
оценки знаний обучаемого.  

Условия (9) эквивалентны следующим условиям для двух точек ОХ: 
L*(Р1) ≥ 1– α* и L*(P2) ≤ β*, (10)

ибо OX L*(Р) – монотонно убывающая функция относительно Р.  
Если установить L*(Р1) = 1 – α* и L*(P2) = β*, то ОХ должна пройти через две 

точки (Р1, 1– α*) и (Р2, β*). На основе условий (10) синтезируется план (n, с). 
Решение для ОХ биномиального типа 
Численное решение задачи в этом случае существенно упрощается на основе об-

ратной функции F-распределения [2–5]. Условие (10) можно преобразовать в равно-
сильные условия 

ଵܲ ൌ
ାଵ

ାଵା൫–൯ி–భሺ∗;ଶ൫–൯,ଶሺାଵሻሻ
, (11) 

ଶܲ ൌ
ሺାଵሻி–భሺଵ–ஒ∗;ଶሺାଵሻ,ଶ൫–൯ሻ

–ାሺାଵሻி–భቀଵ–ஒ∗;ଶሺାଵሻ,ଶ൫–൯ቁ
	, (12) 

где F–1(.) – квантиль F-распределения: F–1(1 – α∗; 2(n – с), 2(с + 1)) – квантиль уровня (1 –	α∗) со степеня-
ми свободы 2(n – с) и 2(с + 1) и F–1(l – β∗; 2(с + 1), 2(n – с)) – квантиль уровня (1 – β∗) со степенями сво-
боды 2(с + 1) и 2(n – с). 

Распознавание ответов с искажениями 
Условия для двух точек ОХ имеют вид 

Ln,c(P1) ≥ 1 – α и Ln,c(P2) ≤ β. (13) 
Если установить Ln,c(P1) = 1 – α и Ln,c(P2) = β, OX Ln,c(P) пройдет через две точки 

(P1, 1 – α) и (Р2, β). Эти условия (13) относительно OX Ln,c(P) при наличии искажений в 
распознавании ответов и учете связи (4) равносильны условиям относительно OX 
Ln,c*(P) при безошибочном распознавании ответов: 

Ln,c*(Р෩1) > 1 – α и Ln,c*( Р෩2) < β. (14) 
Отсюда следует: 
1) для определения эквивалентного и ε-эквивалентного простого плана (n*, с*)

контроля знаний при наличии искажений в распознавании ответов необходимо сначала 
рассчитать значения Р෩1 и Р෩2 по заданным значениям Р1 и Р2 на основе (2), 

2) полученные значения Р෩1 и Р෩2 вместо Р1 и Р2 подставляются в неравенства (11),
(12) для ОХ биномиального типа. 

Таким образом определяется эквивалентный или ε-эквивалентный план (n*, с*) 
контроля знаний при наличии искажений в оценке ответов. Следует отметить, что эк-
вивалентный или ε-эквивалентный план (n*, с*) компенсирует искажения при оценке 
ответов относительно ОХ. 

Разработаны способы синтеза одноступенчатого плана ККЗ при отсутствии и 
наличии ошибок в измерении признаков и аппроксимации биномиального распределе-
ния χ2-распределением, F-распределением и нормальным распределением [1–3]. 

Планы (n, с) и (n*, с*), рассчитываемые для контроля знаний при наличии и от-
сутствии искажений в оценке ответов, эквивалентны по двум точкам ОХ: при одинако-
вых значениях Р1 и Р2 они обеспечивают одни и те же риски недооценки и переоценки 
знаний. Синтез простого плана контроля знаний в случае биномиальной ОХ на основе 
неравенств (11), (12) сопряжен с относительно большими вычислительными затратами. 
Для графоаналитического определения приближенного решения можно использовать 
номограммы Ларсона [1–3]. 
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Аппроксимация биномиального распределения нормальным 
При nР(1 – Р) > 9 для аппроксимации ОХ ܮ,∗ (Р) можно использовать нормальное 

распределение в виде 
∗,ܮ ( P )ൌ Фሺା,ହ– 

ඥሺଵିሻ
ሻ,  (15) 

где Ф(.) – стандартное нормальное распределение N(0; 1). 

Отсюда можно определить 50%-ю точку ОХ: 

Ф ൬
ା,ହି

ඥሺଵିሻ
൰ ൌ 0,5	при	 ܲ,ହ ൌ

ା,ହ


,   (16) 

т. е. ܲ,ହ	= (c  0,5ሻ/݊ – хорошая оценка для 50%-й точки OX ܮ,∗ (Р). При Р < ܲ,ହ обу-
чаемый с большей вероятностью получает оценку «зачтено» («сдал»), а при Р >	 ܲ,ହ	– 
наоборот, «не зачтено» («не сдал»). 

На основе (15) получаем 

1 – α* = Ф	ሾሺܿ  0,5 െ ݊ ଵܲሻ: ඥ݊ ଵܲሺ1 െ ଵܲሻ] ,  

β* = Ф	ሾሺܿ  0,5 െ ݊ ଶܲሻ:ඥ݊ ଶܲሺ1 െ ଶܲሻ]  

или 

ܿ ൌ ݊ మାభ
ଶ


Фషభሺଵି∗ሻඥభሺଵିభሻାФ

షభሺஒ∗ሻඥమሺଵିమሻ

ଶ
√݊ െ 0,5, (17) 

݊ ൌ ሺФషభሺ∗ሻඥభሺଵିభሻାФ
షభሺஒ∗ሻඥమሺଵିమሻሻమ

ሺమିభሻమ
, (18) 

где Ф–1(α*), Ф–1(1–α) и Ф–1(β*) – квантили стандартного нормального распределения уровней α, 1 – α и β. 

Таким образом, получены соотношения для синтеза простого плана контроля зна-
ний при безошибочной оценке ответов. Они могут быть использованы и при наличии 
искажений в оценке ответов. В этом случае в полученные соотношения (17), (18) вме-
сто значений Р1 и Р2 следует подставлять значения Р෩1 и Р෩2. Таким образом можно опре-
делить простой план ККЗ при наличии искажений в оценке ответов, эквивалентный или 
ε-эквивалентный плану контроля знаний с безошибочной оценкой ответов. 

2. Графический анализ и синтез одноступенчатого плана двухбалльного ком-
пьютерного контроля знаний на основе номограмм Ларсона 

Графический анализ одноступенчатого плана двухбалльного (компьютерно-
го) контроля знаний 

Для определения значения ОХ (вероятности получения оценки «зачтено») для 
студента со степенью неподготовленности Р или Р෩ проводится прямая линия между 
точкой Р или Р෩ на левой шкале номограмм Ларсона и точкой пересечения кривых n и с 
для плана (n, с) до пересечения с правой шкалой. По этой точке пересечения и опреде-
ляется значение ОХ [1–3]. 

Пример 5. Дано: n = 10, с = 2, Р = 0,4. Определить значение ОХ (т. е. вероятность 
получения оценки «зачтено»). 

Решение. Проводим прямую линию между точкой Р = 0,4 на левой шкале и точ-
кой пересечения кривых n = 10 и с = 2 для плана (10, 2) до пересечения с правой шка-
лой. По этой точке пересечения находим: ܮଵ,ଶ∗ (P = 0,4)	ൌ  0,18. 

Пример 6. Пусть ККЗ проводится по тому же плану (10, 2), что и в примере 5. 
Однако для контроля используется программа КХ с выборочным способом ввода отве-
тов, причем среднее число ответов при одном правильном ответе равно 4: S = 4. Опре-
делить значение OX L(P = 0,4). 
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Решение. Из (2) при S = 4 получаем: Р෩	=0,4(1 – 1/4) = 0,3. Проводим прямую ли-
нию между точкой Р෩	= 0,3 на левой шкале и точкой пересечения кривых n = 10 и с = 2 
для плана (10, 2) до пересечения с правой шкалой. По ней определяем: ܮଵ,ଶ∗ (P = 0,4) = 
ଵ,ଶܮ
∗ (Р෩ = 0,3) ൌ  0,36. 

Графический синтез простого плана компьютерного контроля знаний 
Он может быть осуществлен на основе номограмм Торндайка и Ларсона [1–3]. В 

случае номограмм Ларсона (рис. 1) при отсутствии искажений в оценке ответов через 
точки Р = Р1 на левой шкале и G = l– α* на правой шкале проводится одна прямая, а дру-
гая прямая проводится через точки Р2 на левой шкале и G = β* на правой шкале. Пара-
метры n и с плана контроля знаний определяются по точке пересечения двух прямых. 

Пример 7. Даны требования к плану контроля: Р1 = 0,2; α* = 0,3; Р2 = 0,3; 
β* = 0,35. Из номограммы Ларсона получаем: n = 12, с = 3. 

Пример 8. Даны те же условия Р1 = 0,2; α = α* = 0,3; Р2 = 0,3; β = β* = 0,35. Каж-
дый вопрос в среднем сопровождается четырьмя возможными ответами (S = 4), один из 
которых правильный. Между вероятностями Р෩ и Р имеет место связь (2). 

Решение. На основе (2) имеем: Р෩1 = 0,15; Р෩2 = 0,225. Из номограммы Ларсона 
следует: n = 18, с = 3. 

Простые планы (12.3) и (18,3) (примеры 7 и 8) эквивалентны с точки зрения рис-
ков недооценки и переоценки знаний. Подобно теории кодирования выполнение требо-

ваний к контролю знаний при переходе 
от безошибочной оценки ответов к 
оценке ответов с искажениями может 
быть достигнут путем введения избы-
точности (увеличения числа задаваемых 
вопросов/задач). 

3. Усеченный одноступенчатый
план контроля знаний с ограничени-
ем по числу неправильных ответов 

Если обучаемый допускает с + 1 
ошибку при ответе на n' (n' < n) вопро-
сов при применении плана (n, с), то кон-
троль знаний можно прекратить и 
остальные n – n' вопросов не задавать, 
ибо он все равно получит оценку «не 
зачтено» («не сдал»). Соответствующий 
план контроля знаний назовем усечен-
ным одноступенчатым планом и обо-
значим (n, c)a (semicurtailed inspection).

Действительные затраты на контроль или случайное число вопросов/задач, предлагае-
мых обучаемому, принимает значения 

݊ᇱ ൌ ൜
݅, если	݉ െ 1  ܿ	при	݅ ൌ ܿ  1,… , ݊,

݊, если	݉  с,  

где ݉ – число неправильных ответов на i вопросов. При больших значениях Р достигается большая эко-
номия времени контроля. 

Математическое ожидание числа n' при применении плана (n, c)а зависит, есте-
ственно, от вероятности Р неправильного ответа и может быть названо средним объе-
мом проверки (ASN = average sample number) при плане (n, с)а. В случае биномиального 
распределения Bi(n, Р) числа неправильных ответов и отсутствии искажений в оценке 
ответов оно определяется так [1–3]: 

,݊	|ሺܿ݅ܤ ܲሻ ൌ∑	ܥ ܲሺ݈ െ ܲሻ– 
Рис. 1. Номограммы Ларсона 

=0 
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M*(n'/P) = ቊ
݊, где	ܲ ൌ 0,

ାଵ


 ቀ݊ െ ାଵ


ቁ ∗,ܮ ሺܲሻ െ !

!ሺିିଵሻ!
ܲሺ1 െ ܲሻି, где	0 ൏ ܲ  1. 

Для граничных значений Р = 0 и Р = 1 имеем: М*(n'/0) = n и М*(n'/1) = с + 1. 
В случае ККЗ с искажениями в оценке ответов обучаемого вместо действительной 

вероятности Р фиксируется вероятность Р෩. Средний объем проверки М(n'/Р) определя-
ется при этом на основе связи 

М(n'/Р) = М*(n'/Р෨  ),      (20) 
аналогичной связи (4) между OX L(P) и L*(Р). Связь (20) между средними объемами 
проверки справедлива для всех планов с искажениями в оценке ответов и без искажений. 
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