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Рассматриваются вопросы, связанные с построением и численной реализацией 
математической модели упругопластического деформирования материалов под дей-
ствием интенсивных внешних возмущений. Предлагается упрощенная термодинамиче-
ски корректная модель упруго сжимаемой пластической среды. Строится 
экономичный вычислительный алгоритм, реализующий геометрически линейный вари-
ант модели на основе метода расщепления по физическим процессам и по простран-
ственным переменным 
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Введение 
Численное моделирование динамических процессов, протекающих под действием 

интенсивных механических и температурных возмущений, в грунтах, сыпучих средах, 
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горных породах и инженерных сооружениях, связано с проблемой выбора адекватной 
термомеханической модели. В современных технических приложениях широко исполь-
зуется метод Уилкинса [1] и различные его обобщения для описания разрушения мате-
риалов. Этот метод позволил решить обширный класс прикладных задач и сыграл 
важную роль в развитии теории конечных деформаций упруго-
пластических материалов [2,3]. Однако детальный анализ мате-
матической модели в методе Уилкинса показал [4], что при 
определённом выборе начальных данных задачи нарушается ус-
ловие гиперболичности системы. Появляются неустойчивые по 
Адамару режимы деформирования с экспоненциально расту-
щими возмущениями, которые не имеют физической природы. 
Причина такой некорректности связана с использованием не 
имеющего строгого обоснования разложения тензора Альманси 
в сумму обратимой упругой и необратимой пластической де-
формаций в сочетании с законом гипоупругости, основанном на 
производной Яуманна.  

Альтернативные варианты модели предлагались многими авторами [5-7]. Ключе-
вым моментом модели является разбиение деформации на упругую и пластическую со-
ставляющие, которое, с одной стороны, выглядит вполне естественным и простым для 
понимая, с другой стороны, ставит множество вопросов, каким именно образом зада-
вать это разбиение. Хотя вопрос о представлении конечной деформации среды в виде 
суперпозиции обратимой и необратимой составляющих до сих пор не получил оконча-
тельного решения, он детально изучался [8,9]. В настоящей работе рассматривается уп-
рощённая термодинамически корректная модель развитых пластических течений [10], в 
которой упругая деформация среды характеризуется изменением её плотности, и кото-
рую можно рассматривать как предельный вариант общей модели при неограниченном 
росте деформации сдвига. 

 

1.Математическая модель Процесс деформирования сплошной среды рассмат-
ривается относительно неподвижной декартовой системы координат ݔଵ, ,ଶݔ -ଷ. В эйлеݔ
ровом описании уравнения движения и неразрывности имеют вид: 

ρvሶ ൌ σ୨୩,୩,    ρሶ ൌ െρv୩,୩                                 (1) 
Здесь и всюду ниже принимается правило суммирования по повторяющимся ин-

дексам, индекс после запятой означает частную производную по времени или про-
странственной переменной, точка – полную производную по времени. Используются 
общепринятые обозначения для кинематических и динамических характеристик про-
цесса, тензор напряжений предполагается симметричным.  

В случае адиабатического деформирования первый принцип термодинамики сво-
дится к уравнению: 

ρUሶ ൌ σ୨୩v୨,୩ ൌ p ሶ


 τ୨୩ξ୨୩,                             (2) 

где ξ୨୩ ൌ ሺv୨,୩  v୩,୨ሻ/2  ρሶ /ሺ3ρሻδ୨୩ – тензор скоростей пластической деформации, 
τ୨୩ ൌ σ୨୩  pδ୨୩- девиатор тензора напряжений, p ൌ െσ୨୩δ୨୩/3 – гидростатическое дав-
ление (δ୨୩ – символ Кронекера). 

Уравнения состояния среды задаются зависимостями давления и температуры от 
плотности и внутренней энергии: p ൌ pሺρ, Uሻ, T ൌ Tሺρ, Uሻ. Они должны удовлетворять 
условию полного дифференциала  

ப
ப

୮
మ

 ப
ப

ଵ


ൌ 0, 

которое служит для определения энтропии как решения уравнения Tds ൌ dU െ p ୢ
మ. 

Определяющие соотношения необратимого деформирования записываются в 
форме принципа максимума мощности диссипации энергии: 
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െ൫τ୨୩
כ െ τ୨୩൯ξ୨୩  0,     τ, τכ א K,                          (3) 

где τ୨୩
כ  – произвольный симметричный тензор, принадлежащий множеству допус-

тимых напряжений K ൌ Kሺρ, Uሻ. В случае изотропной среды с сингулярным условием 
пластичности множество K задается на девиаторной плоскости пространства главных 
напряжений σଵ,σଶ,σଷ при помощи условия fሺߪଵ, ,ଶߪ ଷሻߪ  κሺρ, Uሻ. Здесь κ – предел теку-
чести материала; f – выпуклая, положительная, симметричная относительно аргументов 
функция текучести, не зависящая от гидростатического давления ሺ∂f/ ∂σଵ  ∂f/ ∂σଶ 
∂f/ ∂σଷ ൌ 0ሻ и равная нулю при σଵ ൌ σଶ ൌ σଷ ൌ 0. Эта функция представима в виде 
f ൌ max ሼfଵ, fଶ, … , f୮ሽ, где f୪ – выпуклые непрерывно-дифференцируемые функции. По 
теореме Куна -Таккера неравенство (3) приводится к эквивалентной системе уравнений 
ассоциированного закона течения ξ୨୩  ൌ λ୪

பౢ
பதౠౡ

, где λ୪- неотрицательные множители Ла-

гранжа, равные нулю при f୪ ൏ κ. 
Уравнения (1), (2) и вариационное неравенство (3) составляют замкнутую матема-

тическую модель динамического деформирования упруго сжимаемой пластической 
среды, термодинамическое состояние которой характеризуются двумя параметрами – 
плотностью ρ и энтропией s. Она может быть получена исходя из принципов неравно-
весной термодинамики и удовлетворяет, таким образом, условиям термодинамической 
корректности. Кроме того, эта модель динамически корректна, на ее основе могут быть 
исследованы разрывные решения с пластическими ударными волнами и контактными 
разрывами [11]. В пределе при κ ՜ 0 из нее получается модель идеального сжимаемого 
газа, при ∂p/ ∂ρ ՜ ∞ – модель несжимаемой жесткопластической среды. Одновремен-
ный учёт двух факторов – упругого изменения объёма и пластического формоизмене-
ния – делает её пригодной для описания динамики деформируемых сред в условиях 
высоких давлений, когда жесткопластическая модель неприменима из-за большой объ-
ёмной деформации частиц, а модель сжимаемого газа – из-за наличия значительных ка-
сательных напряжений. Обоснование возможности пренебрежения упругими сдвигами 
при построении определяющих уравнений упругопластического деформирования при-
водится в работе [12]. 

Известно, что уравнения жесткопластической среды некорректны при описании 
обратимого деформирования на стадии разгрузки, когда f ൏ κ, поскольку при заданных 
скоростях деформации они не позволяют однозначно определить напряженное состоя-
ние. Один из способов регуляризации модели состоит в учёте вязкости среды в соот-
ветствии с законом Стокса, по которому тензор скоростей вязкой деформации 
определяется как ξ୨୩

୴ ൌ τ୨୩/ሺ2ηሻ (η – коэффициент вязкости).  После регуляризации ва-
риационное неравенство (3) для пластической составляющей тензора скоростей дефор-
мации заменяется неравенством 

ሺτ୨୩
כ െ τ୨୩ሻ ሺτ୨୩ െ 2ηξ୨୩ሻ   0,   τ, τכ א  K.                                    (4) 

При заданном тензоре ξ୨୩ решением неравенства (4) служит тензор, равный про-
екции тензора вязких напряжений τ୨୩

୴ ൌ 2ηξ୨୩ на множество K по обычной евклидовой 
норме [10]. 

Конечной целью нашего исследования является разработка и применение к реше-
нию прикладных задач с особенностями типа ударных волн вычислительного алгорит-
ма, реализующего соотношения (1), (2), (4). В данной работе с этой целью 
рассматривается упрощённый геометрически линейный вариант модели: 

ρv୨,୲ ൌ െp,୨  τ୨୩,୩,   p,୲ ൌ െρcଶv୩,୩, 
൫τ୨୩

כ െ τ୨୩൯൫τ୨୩ െ ηv୨,୩൯   0, f൫τ୨୩൯, f൫τ୨୩
כ ൯  κ,                             (5) 

в котором плотность среды ρ, скорость акустических волн c и предел текучести κ 
считаются постоянным величинами.  

 

2. Метод расщепления Расщепление по физическим процессам предполагает 
численное решение на первом этапе системы уравнений вязкоупругости 
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ρv୨,୲ ൌ െp,୨  τ୨୩,୩,    p,୲ ൌ െρcଶv୩,୩,   τ୨୩ ൌ ηሺv୨,୩  v୩,୨ െ 2 v୧,୧δ୩୨/3ሻ.     (6) 
На втором этапе, на каждом шаге по времени решается вариационное неравенство 

(5), в котором градиенты скорости v୨,୩ берутся с первого этапа. Решение неравенства 
определяется как проекция тензора вязких напряжений, на выпуклое множество в де-
виаторном пространстве, задаваемое неравенством f൫τ୨୩൯  0. Так выглядит процедура 
корректировки напряжений, реализующая определяющие соотношения необратимого 
деформирования. Для вычисления проекции на поверхность текучести Мизеса служит 
корректировка Уилкинса. Формулы вычисления проекции на призму Треска -Сен-
Венана описана в [10]. 

При расщеплении по пространственным переменным система уравнений (6) рас-
падается на одномерные системы для продольных волн следующего общего вида по 
всем трём направлениям (µ ൌ 4η/3): 

ρ ப୴
ப௧

ൌ െ ப୮
ப௫

 பத
ப௫

,       ப୮
ப௧

ൌ െρcଶ ப୴
ப௫

,       τ ൌ η ப୴
ப௫

.                                  (7) 
и одномерные системы для поперечных волн: 

ρ ப୴
ப௧

ൌ பத
ப௫

,       τ ൌ η ப୴
ப௫

.                                                       (8) 
Численное решение краевых задач для одномерных систем осуществлялось на ос-

нове разностных схем, построенных по методу Иванова [12]. В соответствии с этим ме-
тодом вместо (7) рассматривается расширенная система уравнений 

ρ ப୴
ப௧

ൌ െ ப୮′

ப௫
 பτ′

ப௫
,       ப୮

ப௧
ൌ െρcଶ ப୴′

ப௫
,       τ ൌ η ப୴′

ப௫
.                               (9) 

в которой vᇱ, pᇱи τᇱ – вспомогательные функции, не равные, вообще говоря, v, p и 
τ. Умножая первое уравнение (9) на v, второе – на p/ሺρcଶሻ, третье – на τ/µ, и суммируя 
результаты, получим уравнение баланса энергии: 

∂
ݐ∂

ቆ
ρvଶ

2


pଶ

2ρcଶቇ 
τଶ

η
ൌ

∂൫െp′  τ′൯v′

ݔ∂
െ ൫v′ െ v൯

∂ሺെp  τሻ
ݔ∂

 

൫p′ െ p൯ ப୴′

ப௫
െ ሺτ′ െ τሻ ப୴′

ப௫
. 

Замыкающая система уравнений записывается в следующей форме: 

൭
vᇱ െ v
pᇱ െ p
τᇱ െ τ

൱ ൌ D ப
ப௫

൭
െpᇱ  τ

െvᇱ

െvᇱ
൱. 

Здесь D – неотрицательно определенная 3 ൈ 3 – матрица с малыми коэффициен-
тами. В силу неотрицательной определенности D из уравнения баланса энергии вытека-
ет неравенство, гарантирующее диссипативность расширенной системы 

ப
ப௧

ቀρ୴మ

ଶ
 ୮మ

ଶρୡమቁ  τమ

η
 ப൫ି୮′ାτ′൯୴′

ப௫
. 

При стремлении матрицы D к нулю система (9) преобразуется в исходную систе-
му уравнений (8), а из последнего неравенства получается закон сохранения энергии 
для этой системы. 

В действительности, при построении разностной схемы проведённые рассужде-
ния повторяются на дискретном уровне. Исходная система записывается в виде разно-
стных уравнений (∆ݐ и h – шаги равномерной сетки по времени и по пространственной 
переменной): 

ρ ୴ౠି୴ౠ

∆୲
ൌ െ

୮
ౠశభ

మ
ି୮

ౠషభ
మ

୦


த
ౠశభ

మ
ିத

ౠషభ
మ

୦
, 

୮ౠି୮ౠ

∆୲
ൌ െρcଶ ୴ౠశభ/మି୴ౠషభ/మ

୦
,   τ୨ ൌ η ୴ౠశభ/మି୴ౠషభ/మ

୦
. 

Здесь величины с целыми индексами ݆ аппроксимирующие основные функции, 
относятся к нижней и верхней граням пространственно-временной ячейки сетки, а ве-
личины с дробными индексами, аппроксимирующие вспомогательные функции, отно-
сятся к ее боковым граням. Выписывается дискретное уравнение баланса энергии и 
замыкающая система в дискретном виде. 
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The numerical algorithm of implementation of thermo-mechanical model of the dynamics of 
Elastic-plastic material 
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In this paper a range of questions are considered related to the construction and numerical implemen-
tation of a mathematical model of elastic-plastic deformation of materials under intense external dis-
turbances. A simplified thermodynamically correct model of elastically compressible plastic medium is 
proposed. Based on the method of splitting into physical processes and spatial variables efficient nu-
merical algorithm is constructed for geometrically linear version 
of the model.  
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В статье приведен обзор основных результатов,  полученных в теории мультиплика-
тивных автоморфных форм ( −),( ρq форм) на компактной римановой поверхности, со ссылка-
ми на опубликованные работы, где можно найти их подробные доказательства. В качестве  
демонстрации техники работы с такими формами, последние теоремы о вложении в про-
странствах −),( ρq форм  приводятся с доказательством.   
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Введение  
В работах [1]–[7]  было начато изучение нормированных пространств мультипли-

кативных автоморфных форм. В этих пространствах были введены нормы, билинейные 
спаривания, функционалы и операторы, действующие на муль-
типликативных автоморфных формах ( −),( ρq формах). Клас-
сические результаты теории однозначных автоморфных форм 
были получены в работах Л. Берса, И. Кра [8] и соответствова-
ли случаю тривиального характера 1=ρ .  

Отличительной чертой более общего мультипликативного 
случая является наличие нетривиального характера 1≠ρ  в за-
дании всех изучаемых здесь объектов [9], [10]. Характер прояв-
ляет себя как дополнительный сомножитель в условии 
инвариантности автоморфных форм относительно группы кон-
формных преобразований комплексной плоскости C , унифор-

мизирующей в плоской области CD ⊂  компактную риманову поверхность рода 2≥h . 
С появлением этого дополнительного компонента, определяющего мультипликативный 




