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В статье исследуется комплементарность как важное свойство при организации информационных 
и образовательных ресурсов. Комплементарность рассматривается с позиции полисемического по-
нятия и исследуется как средство оптимизации. Приводится математическая модель комплементар-
ной системы в виде уравнений и условий, задающих область существования оптимального решения. 
Вводится понятие «комплементарный набор индексов», сущность которого состоит в задании алго-
ритмизируемых логических условий, определяющих траекторию решения. Предложено представление 
информационной ситуации, в которой комплементарные условия являются эквифинальными, то есть 
позволяют разными путями получать правильное решение. Рассмотрены ситуации комплементарности 
и информационного соответствия, которые могут применяться для построения логического вывода в 
системах искусственного интеллекта. Представлен пример уравнений линейной комплементарности, 
которые используются для оптимизации. Приведенный математический аппарат дает возможность 
оценивать степень комплементарности и информационного соответствия рассматриваемых объек-
тов. Применение подхода комплементарности и информационного соответствия в алгоритмических 
моделях информационной системы позволит повысить эффективность информационных процессов и 
управления объектами.
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Введение

Комплементарность является полисемическим понятием. Лингвистически она является анало-
гом классификации и может рассматриваться как качество, свойство, отношение, состояние. 

Анализ определений и трактовок показывает, что большая часть этого понятия отражается прямыми 
свойствами: согласованность, дополняемость, сопряженность, следуемость, ситуативность. Понятие 
комплементарности отражается также оппозиционными признаками: не противоречивость, не оппози-
ционность. Оксфордский словарь дает предикативную интерпретацию комплементарности: отноше-
ние или ситуация, в которой вещи улучшают или подчеркивают качества друг друга. Словарь Merriam-
Webster содержит атрибутивную интерпретацию: комплементарность это качество или состояние 
(взаимодополняемости). В словаре делового английского языка это понятие трактуется как принцип 
дополнительности. Анализ работ в области комплементарности дает основание утверждать, что ре-
зультатом комплементарности является: согласованность, упорядоченность, системность, эмерджент-
ность и в отдельных случаях синергия. В силу этого комплементарность выступает как оппозиция хао-
са и неопределенности. В данной работе комплементарность рассматривается как метод оптимизации. 
Комплементарность применяют в разных направлениях. Логическую комплементарность применяют 
в логических схемах и алгоритмах. Наличие комплементарности в системном анализе говорит о каче-
стве системы и ее сбалансированности [7]. Комплементарность информационных ресурсов повышает 
качество их использования [3]. Организационную комплементарность применяют при формировании 
команд. Комплементарность в вычислительной практике трактуется как специфический метод оптими-
зации. Комплементарность связана с состоянием объекта и его изменением. 

Комплементарность как отношение имеет множество видов. Это отражается в ее интерпретации: 
согласование, дополнение, взаимность, состояние. В информационном поле комплементарность отно-
сится к информационным отношениям [4]. Комплементарность трактуется разнообразно. Например, 
в словаре «Академик»1 приводится более 20 дефиниций, но большинство из них представляют собой 
интерпретации, связанные с терминами дополнительность, взаимодополняемость, сопряженность. В 
отличие от такой упрощенной интерпретации зарубежные словари дают расширенную трактовку этого 

1  Академик [Электронный ресурс]. – URL: https://www.translate.academic.ru/complementarity/en/ru (дата обращения: 20.03.2020).
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понятия, которая включает несколько предложений. Оксфордский словарь2 дает следующую трактовку: 
«отношение или ситуация взаимной дополняемости, в которой две или более разные вещи улучшают 
или подчеркивают качества друг друга». В словаре Merriam-Webster3 дается такое пояснение: «1. каче-
ство или состояние взамодополняемости; 2. взаимодополняющее соотношение теорий, объясняющих 
природу света или другого квантованного излучения как по электромагнитным волнам, так и по части-
цам». В словаре делового английского языка отмечается, что принцип комплементарности как принцип 
дополнительности в физике означает наличие у объектов дополнительных свойств, которые не могут 
быть измерены одновременно. Принцип комплементарности связан с эмерджентностью [6], хотя и не 
всегда комплементарность создает эмерджентность. В целом следует констатировать важное опосредо-
ванное свойство, которое создает комплементарность. Она создает согласованность, упорядоченность, 
системность и взаимность и является оппозиционной характеристикой хаоса и неопределенности. Та-
кое свойство обуславливает применение комплементарности как инструмента оптимизации [8]. По-
нятие и оценку комплементарности применяют в образовании, биологии [16], медицине [14], химии. 
Комплементарный подход применяют при оценке рынка [17] и в инвестиционной деятельности [1]. В 
области вычислений данный подход применяется редко. Это дает основание провести исследование 
комплементарности как метода оптимизации.

Комплементарная система

Комплементарность как средство оптимизации имеет формы различных математических моде-
лей. Часто говорят о комплементарной системе, которую описывают при помощи уравнений и условий, 
задающих область существования решения. Простая комплементарная система включает два уравне-
ния (1) (2) и два условия (3), (4). Уравнения имеют вид

( ) ( ( ), ( ))dx t f x t u t
dt

= ,                                                                    (1)

y(t) = h(x(t), u(t)).                                                                                   (2)

Выражения (1), (2) содержат следующие обозначения: x (t) – n-мерная переменная состояния, 
u (t) ∈ Rk – входной вектор, y (t) ∈ Rk – выходной вектор. Таким образом, триада «вход – состояние – 
выход» задает комплементарную систему. Выражение (1) интерпретируется так: изменение состояния 
определяется суперпозицией текущего состояния и входного вектора. Выражение (2) означает, что вы-
ходной вектор определяется суперпозицией текущего состояния и входного вектора. Уравнения (1), 
(2) являются достаточно общими и описывают разные процессы. Для привязки их к комплементарной 
системе необходимо добавить условие стандартного отношения комплементарности, которое выглядит 
как скалярное произведение вида

<u|y> = 0                                                                                  (3)

и условие положительности переменных 

0 ≤y (t) ∧ u (t)≥0 = 1.                                                                       (4)

Выражение (3) векторное. Оно использует скобочное выражение ковариантных и контравари-
антных векторов, введенное А.М.П. Дираком. Выражение (3) означает скалярное произведение между 
входным и выходным векторами. Выражение (4) – логическое. Оно означает конъюнкцию и определяет 
векторы как положительно определенные величины. 

Таким образом, задача поиска комплементарного решения согласно выражениям (1) – (4) вклю-
чает следующие условия: динамическую связь между текущим и очередным состоянием, системную 
связь между входом и выходом, векторную связь между входным и выходным векторами, логическую 

2  Оксфордский словарь [Электронный ресурс]. – URL: https://www.en.oxforddictionaries.com/definition/complementarity (дата 
обращения: 20.03.2020).
3  Merriam-Webster [Электронный ресурс]. – URL: https://www.merriam-webster.com/dictionary/complementarity (дата обраще-
ния: 20.03.2020).
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связь между входным и выходным векторами, задающую их не отрицательность. Отметим, что выра-
жение (3) является общим, поскольку в практике вычислений скалярное произведение может быть реа-
лизовано различными алгоритмами или различными логическими условиями вычислений.

Просматривается аналогия между известным методом оптимизации, называемым симплекс-ме-
тодом. Но в симплекс-методе рассматривается простая оптимизация на кусочно-линейной функции. В 
выражениях (1), (2) функция выпуклая и не обязательно кусочно-линейная.

Условие равенства нулю скалярного произведения (3) является теоретическим. При решении вы-
числительной задачи это условие трансформируется в условие специальной организации индексов. В 
работе [13] такая организация называется «активным набором индексов». По нашему мнению, такое на-
звание не полностью отражает суть задачи, и мы назовем это условие «комплементарный набор индек-
сов». Сущность «комплементарного набора индексов» состоит в задании логических условий, которые 
легко алгоритмизируются, для обеспечения реализации условия (3) в дискретных вычислениях [9; 11]. 

Условие «комплементарного набора индексов» α(t) ⊂ {1, ..., k} состоит в том, что вводится огра-
ничение на индексы, которое имеет вид

(yi (t) = 0, i ∈ α (t)) & (ui (t) = 0, i ∉ α(t)).                                                            (5)

Комплементарный набор индексов задает дискретный режим ортогональности между входом и 
выходом (3) или иными векторами комплементарной системы. Любое ограничение на индексы задает 
некий фиксированный режим. Любой фиксированный режим индексов исключает произвольные соче-
тания индексов для входных и выходных векторов. По существу описание (5) это дискретное вычисли-
тельное условие для системы комплементарности. Следует также подчеркнуть, что условие (5) являет-
ся множественным и допускает разные комплементарные наборы индексов. Фиксированный режим – 
это один из возможных или допустимых комплементарных наборов индексов. Такая множественность 
позволяет искать решение оптимизации на разных наборах. Такая множественность позволяет также 
переходить к другому фиксированному набору индексов, если на первоначальном наборе индексов ре-
шение не является оптимальным.

В фиксированном режиме индексов комплементарная система ведет себя как обычная динами-
ческая система, описываемая дифференциальным уравнением (1). Различие в том, что фиксированным 
набором индексов задается область истинности или область вычисляемости с помощью ограничения 
(5). Ниже приводятся вопросы, которые возникают в рамках такой формализации.

1. Существует ли единственное решение на первоначально заданном фиксированном комплемен-
тарном наборе индексов?

2. Является решение на первоначальном наборе индексов оптимальным?
3. Можно ли перейти на новый фиксированный комплементарный набор индексов, который име-

ет те же самые начальные условия как предыдущий фиксированный набор индексов, но допускает раз-
витие на некотором временном интервале? 

4. Если ответ на вопрос 3 отрицательный, то можно ли сформулировать правило перехода для 
переменной состояния?

Системы, описываемые выражениями (1)–(4), называют комплементарными. Интерес для вычис-
лений вызывает более простая ситуация, при которой уравнения (1) и (2) линеаризованы:

,                                                                  (6)

y(t) = С(x(t)) + Du(t).                                                                   (7)

В выражениях (5), (6) A, B, C и D – некие константы. Для выражений (6) и (7) сохраняются усло-
вия (3) и (4), т.е.

<u|y> = 0,            

(0 ≤y (t)) ∧ (u (t)≥0) = 1. 

Система выражений (6), (7), (3), (4) называется линейной комплементарной системой [10; 14]. 
Уравнения (1) и (2) можно перевести в эквивалентную форму вида
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( ) ( ( ), ( ), ( ))dx t f x t u t v t
dt

= ,                                                                     (8)

y(t)=h(x(t), u(t),v(t)).                                                                         (9)

В выражениях (8), (9) v(t) обозначает вспомогательный терм, который содержательно не меняет 
уравнение (1) и (2). В систему линейной комплементарности вспомогательный терм также входит ли-
нейно. Это позволяет заменить систему (5) и (6) на расширенную систему вида

( ) ( ) ( ) ( )dx t Ax t Bu t Ev t
dt

= + + ,                                                     (10)

y(t) = С(x(t)) + D u(t) + Fv(t).                                                             (11)

В выражениях (10), (11), обозначения A, B, C, D, E и F – линейные отображения.
Полезное обобщение получается, когда отношение комплементарности (3), (4) заменяется соот-

ношением (12)

(y (t) ∈ G) ∧ (u (t)∈G*) = 0,                                                               (12)

где G – конус в Rk, а G* – дуальный конус, определенный как G*={u | <y, u>≥0 для всех y ∈ G}. В част-
ности этот формат позволяет включить ограничения, как равенства, так и неравенства.

В развитии этой идеи J.S. Pang and D.E. Stewart [12] предложили понятие дифференциального 
вариационного неравенства (DVI – Differential variational inequalities), основанное на условиях вида

( ) ( ( ), ( ))dx t f x t u t
dt

= ,      

u(t) ∈ SOL(K,F(x(t),.).                                                                     (13)

В выражении (13) SOL(K,F) – есть решение вариационного неравенства

[u’-u,F(u)] ≥0, u’ ∈ K,

в котором K – непустое замкнутое выпуклое множество. Если, в частности, K является выпуклым кону-
сом, то DVI становится системой комплементарности конусов.

Комплементарность как ситуации 

Важность комплементарности определяется развитием квантовых вычислений. Кубитом называ-
ют меру квантовой информации, реализованной на квантовой системе с двумя ортогональными состо-
яниями, имеющими одновременно значения 0 и 1. Такая система становится возможной при переходе 
от линейной меры к плоскостной мере. Комплементарность, задаваемая условиями (3) и (4), позволяет 
формировать квантовую систему с двумя ортогональными состояниями.

Для анализа условий рассмотрим информационную ситуацию, которая является обобщением по-
нятия «условие решения задачи» [15]. Рассмотрим примеры различных условий в одной информаци-
онной ситуации. Условия могут быть комплементарны (чаще) и не комплементарны (реже). Каждое 
условие задает одну траекторию решения. Комплементарные условия являются эквифинальными. Они 
позволяют разными путями получать правильное решение. Рассмотрим отношения разных условий в 
общей ситуации. Пусть Oi,j – отношение между i–ым и j-ым состояниями в информационной ситуации. 
Оно характеризуется следующим переходом фиксированных ситуаций

Оi (P)→Оj (P).                                                                  (14)

Выражение (14) означает, что условие Оi допускает переход к условию Оj, то есть условия явля-
ются комплементарными, совместимыми. Обратное отношение описывается выражением (15)

Оj(Q) →Оi(Q).                                                                   (15)
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Выражение (15) означает, что условие Оj допускает переход к условию Оi, то есть условия явля-
ются комплементарными, совместимыми. Следует отметить, что ситуации (14) и (15) не взаимно ис-
ключаемы. Они могут существовать одновременно, и в этом случае между ними существует отношение 
комплементарной эквивалентности. Это отношение называют также отношением информационного 
соответствия [5] и описывается выражением (16)

Оi (h,d,u)↔Оj(h,d,u).                                                             (16)

Выражение (16) означает, что условие Оi находится в информационном соответствии с условием 
Оj по характеристикам, факторам или параметрам (h,d,u) [2].

Ситуация частичной комплементарности описывается выражением (17)

QА ⊂ QВ .                                                                                      (17)

Выражение (17) означает, что параметры QВ объекта В комплементарны параметрам QА объекта 
А. Это дает основание использовать комплементарные параметры объекта В при решении задач с по-
мощью объекта А или функционального использования объекта А.

Ситуация комплементарности как дополнения описывается следующим выражением 

FA + FB = FC → GC .                                                                        (18)

Выражение (18) означает, что функциональные возможности FB объекта В в совокупности с функ-
циональными возможностями FА объекта А комплементарны и эта комплементарность соответствует 
функциональным возможностям FC объекта С. Это дает основание использовать функциональные воз-
можности объектов В и А для достижения цели GC, поставленной перед объектом С.

Заключение

Существует отношение комплементарности и ситуация комплементарности. Ситуация компле-
ментарности – это такая ситуация, в которой ряд объектов являются комплементарными, то есть меж-
ду ними существуют комплементарные отношения. Рассмотренные ситуации комплементарности и 
информационного соответствия могут применяться для построения логического вывода в системах 
искусственного интеллекта. Приведенный математический аппарат дает возможность оценивать сте-
пень комплементарности и информационного соответствия рассматриваемых объектов. Применение 
подхода комплементарности и информационного соответствия в алгоритмических моделях системы 
позволит повысить эффективность информационных процессов и управления объектами. Из вышеиз-
ложенного следует, что после построения любой модели системы необходимо оценить ее на основе по-
казателей информационного соответствия и комплементарности с целью повышения количественных 
и качественных характеристик.
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