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In this paper a range of questions are considered related to the construction and numerical implemen-
tation of a mathematical model of elastic-plastic deformation of materials under intense external dis-
turbances. A simplified thermodynamically correct model of elastically compressible plastic medium is 
proposed. Based on the method of splitting into physical processes and spatial variables efficient nu-
merical algorithm is constructed for geometrically linear version 
of the model.  
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В статье приведен обзор основных результатов,  полученных в теории мультиплика-
тивных автоморфных форм ( −),( ρq форм) на компактной римановой поверхности, со ссылка-
ми на опубликованные работы, где можно найти их подробные доказательства. В качестве  
демонстрации техники работы с такими формами, последние теоремы о вложении в про-
странствах −),( ρq форм  приводятся с доказательством.   
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Введение  
В работах [1]–[7]  было начато изучение нормированных пространств мультипли-

кативных автоморфных форм. В этих пространствах были введены нормы, билинейные 
спаривания, функционалы и операторы, действующие на муль-
типликативных автоморфных формах ( −),( ρq формах). Клас-
сические результаты теории однозначных автоморфных форм 
были получены в работах Л. Берса, И. Кра [8] и соответствова-
ли случаю тривиального характера 1=ρ .  

Отличительной чертой более общего мультипликативного 
случая является наличие нетривиального характера 1≠ρ  в за-
дании всех изучаемых здесь объектов [9], [10]. Характер прояв-
ляет себя как дополнительный сомножитель в условии 
инвариантности автоморфных форм относительно группы кон-
формных преобразований комплексной плоскости C , унифор-

мизирующей в плоской области CD ⊂  компактную риманову поверхность рода 2≥h . 
С появлением этого дополнительного компонента, определяющего мультипликативный 
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случай, сразу возникает необходимость в соответствующем изменении основных эле-
ментов функционального анализа в пространствах автоморфных форм. Кроме того, по-
является новое важное понятие мультипликативно двойственных форм  (их 
произведение —  однозначная  форма).  

Всё это порождает новое направление в теории автоморфных форм. Некоторые 
классические операторы получают обобщение на мультипликативный случай. При 
этом  появляются и новые возможности. Так, например, введённые здесь операторы 
двойственности  не только, подобно своему классическому предшественнику – опера-
тору Берса, осуществляют отражение области определения голоморфных форм относи-
тельно квазиокружности, но и устанавливают связь между двойственными 
пространствами этих форм, что расширяет область их приложения. Специально для 
мультипликативно двойственных форм вводится симметричный вариант билинейного 
спаривания, который непосредственно может быть также использован в теории одно-
значных функций и дифференциалов. 

Цель данной статьи – сделать обзор основных полученных результатов при изу-
чении пространств мультипликативных автоморфных форм. Приводятся свойства 
операторов и функционалов, устанавливающих связь между пространствами: 

1) измеримых и голоморфных −),( ρq форм; 
2) двойственных −),( ρq форм; 
3) форм для тривиальной группы idG =  и мультипликативных форм для произ-

вольной группы ,G  изоморфной фуксовой группе первого рода; 
4) −),( ρq форм для специальных классов характеров; 
5) −),( ρq форм для  различных порядков суммирования; 
6) −),( ρq форм для различных порядков автоморфности; 
7) голоморфных −),( ρq интегралов Эйхлера и голоморфных −),( ρq форм. 
С доказательством, демонстрирующим технику работы с мультипликативными 

автоморфными формами, рассмотрим  теоремы  вложения для пространств −),( ρq
форм.  

 

п. 1.  Нормы и билинейные спаривания в пространствах  −),( ρq форм 
Пусть −⊂ CD  открытое множество,  конформно эквивалентное единичному кру-

гу ;∆ −G  конечнопорожденная разрывная группа конформных преобразований D  на 
себя  такая, что −= FGD /  компактная риманова поверхность рода 2≥h ; 

−),( *CGHom  группа характеров ρ  из G  в }0{\* CC =  с операцией умножения. 

Определение 1. Измеримой (голоморфной) мультипликативной автоморфной 
формой порядка автоморфности q  с характером ρ наF  (или кратко −),( ρq формой)  
называется однозначная измеримая(голоморфная)  функция ϕ  на D  с условием 

)()()(')( zAzAAz q ϕρϕ = , GA∈ ,  Dz∈ , FGD =/ . 
В частности, форма f нулевого порядка автоморфности с характером ρ  на D  на-

зывается мультипликативной функцией для ρ .  Если −1f  мультипликативная функция 
для 1ρ  без нулей и полюсов на ,D  то характер 1ρ  называется несущественным,  а сама 
такая функция 1f  называется мультипликативной единицей для 1ρ    [9-10]. 

Определение 2. −),( ρq форма и −)1,(
ρ

q форма являются  −ρ двойственными, а 

−),( 1 ρq форма и −),( 2 ρq форма  —  −q двойственными формами для  21 qqq += .  
Формы одновременно −q  и −ρ двойственные  называются −),( ρq двойственными 
формами. 
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Для целого 2≥q , вещественного 1≥p  и характера ),( *CGHom∈ρ −),( ρq фор-
мы ϕ наD , для которых 

∫∫ ∞<∧== −

GD

p
pqp

Gpq

p zddz
zf
zz

/ 1

2
,,,0 )(

)()( ϕλϕϕ
ρ

,                              (1) 

образуют банахово пространство ),(, GDLp
q ρ  [1]. Здесь −1f  мультипликативная 

единица для несущественной составляющей 1ρ  характера ρ  в разложении Фаркаша-
Кра  [9], [10], −)(zλ  коэффициент метрики Пуанкаре [8].  При любом p  голоморфные 
формы в ),(, GDLp

q ρ   образуют замкнутое подпространство ),(, GDAp
q ρ .  

Зафиксируем  обобщенный коэффициент Бельтрами qν  класса C(D) для q[8],  т. е.  
непрерывную на D  функцию qν  со свойствами: 

1) )()(')(')( 1 zzAzAAz q
q

q νν =− , Dz∈ , GA∈ , 

2) q
q zKz −⋅≤ 2)()( λν почти всюду на С . 

Тогда на множестве  −),( ρq форм, интегрируемых со степенью p, можно также  
задать другую норму по правилу:  

∫∫ ∞<∧= −

GD

p
qpp zddz

zf
zz

z
/ 1

)1(2
1 )(

)()(
)(

ϕν
λϕ .                                    (2) 

Используя свойства qν ,  нетрудно установить  оценку: 

01
ϕϕ ⋅≤ K , 

где  K — константа из оценки обобщенного коэффициента Бельтрами qν : 
q

q K −⋅≤ 2λν . 

В отличие от нормы (1),  при дополнительных условиях на  нули  функции qν  [4],  
норма (2) может быть также  использована для  мероморфных −),( ρq форм, интегри-
руемых со степенью p. 

Формы ψ , для которых ∞<
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= −

∈
∞ )(

)()(sup
1

,, zf
zz q

Dz
q

ψλψ
ρ

, образуют банахово про-

странство ),(, GDLq
∞
ρ  ограниченных −),( ρq форм [1]. 

 
Если idG = , то в обозначениях рассмотренных выше   пространств символ G  

будем опускать [6]. 

Для форм ),(,1 GDLp
q ρϕ ∈  и ),('

,2 GDLp
q ρϕ ∈ ,  с условием 1

'
11
=+

pp
, определено 

билинейное спаривание [1], [2], [3]: 

( ) ∫∫ ∧= −

GD

q
GDq zddz

zf
zzzi

/
2

1

2122
,,,21 )(

)()()(
2

, ϕϕλϕϕ ρ ,                               (3) 

которое работает только с  −),( ρq формами, имеющими общий порядок q  и об-
щий характер ρ . 

Для случая −),( ρq двойственных форм ),(,1
GDLp

q ρϕ ∈  и ),('
1,2

GDLp

q
ρ

ψ ∈  вводится  

другое билинейное спаривание [2], [3]: 
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∫∫ ∧=
GD

qGDqq
zddzzzzi

/
,,,

)()()(
2

,
21

ψϕµψϕ ,                                        (4) 

где  qµ   — фиксированный обобщенный коэффициент Бельтрами класса  )(DC
для 21 qqq += ,  Nq∈≤2 . 

Билинейное спаривание (4) симметрично и непосредственно может быть также 
использовано в теории мультипликативных мероморфных [4] и однозначных авто-
морфных форм. 

Теорема 1 [1].Пусть 1ρρ =  — несущественный,  ∞<≤ p1  и 1
'

11
=+

pp
. Тогда 

билинейное спаривание (3) задаёт антилинейный топологический изоморфизм между 
),('

, 1
GDA p

q ρ  и пространством, сопряжённым к ),(
1, GDAp

q ρ .  Кроме того, если 

),('
, 1

GDA p
q ρψ ∈  и линейный функционал l  на ),(

1, GDA p
q ρ  соответствуют друг другу 

при этом изоморфизме, то вернонеравенство  
GpqGpqq

lc ,',,,',,

1

11 ρρ
ψψ ≤≤− , где l  — 

норма линейного функционала l ,  а  
1
12

−
−

=
q
qcq . 

Лемма 1 [4]. Пусть 
1qν  и 

2qν  — два обобщенных коэффициента Бельтрами для 1q  
и 2q  соответственно. Тогда  

2)(
)()(

)( 21

z
zz

z qq
q λ

νν
µ

⋅
= ,  Dz∈ ,(5) 

тоже  обобщенный коэффициент Бельтрами для 21 qqq +=  на D.  Кроме того, 
таким способом можно получить любой обобщенный коэффициент Бельтрами для

21 qqq += . 

Теорема 2 [4].  Пусть ∞<≤ p1 , 1
'

11
=+

pp
, ),( *CGHom∈ρ   и )( 1 saaA L=  —  це-

лый дивизор на D. Тогда симметричное билинейное спаривание (4) задаёт линейное со-
ответствие  между пространством   );,(,1

AGDp
q ρΩ  — мероморфных −),( 1 ρq форм, 

кратных дивизору A на D и  интегрируемых со степенью p,   и  пространством 
*

'
1,

1;,
2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ω

A
GDp

q
ρ

, сопряженным к ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ω

A
GDp

q

1;,'
1,2 ρ

. 

Кроме того, для  голоморфной );,(,1
AGDAp

q ρϕ ∈ ,  кратной  дивизору A, и  меро-

морфной ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ω∈

A
GDp

q

1;,'
1,2 ρ

ψ −),( ρq двойственных форм справедлива оценка  

1
1

,,, 2
,

21
ψϕψϕ ⋅≤

oGDqq

K
, 

где коэффициенты Бельтрами 
21 qq +µ   и 

1qν  (в задании билинейного спаривания 
(4) и нормы (2) в пространстве мероморфных  −),( ρq форм соответственно) связаны 
формулой (5), причём 0)(

2
=iq aν ,  для всех Dai ∈ , si ,,1K= ,  а 1K  – константа из оцен-

ки 
1qν . 

 

п. 2. Оператор проектирования ρβ ,q  измеримых  −),( ρq  форм на голоморфные 
Измеримые и голоморфные −),( ρq формы связаны друг с другом с помощью 

оператора ,,ρβq  заданного по формуле: 
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( ) ζζζϕζ
ζ

ζλϕβ ρρ ddzK
f

z
D

q

q

q ∧= ∫∫
−

)(),(
)(

)()(
1,2

1

22

, , 

для всех  Dz∈ , при которых интеграл абсолютно сходится.  Здесь 1ρ  — несуще-
ственная составляющая характера ρ  в разложении Фаркаша-Кра [9], [10]; 

)()(),(
2
)12(),( 11

1

, 1
ζζπζρ fzfzkiqzK q

D

q

q

−−
= , где ),( ζzk D  — кернфункция Бергмана, оп-

ределённая формулой  [ ] 12)1(),(
−

∆ −= ζπζ zzk для ∆×∆∈),( ζz  и требованием кон-
формной инвариантности выражения  ζζ ddzzkD ∧),( . 

Теорема 3 [6]. Для целого 2≥q  оператор ρβ ,q  является ограниченным линейным 

отображением пространства ),(, GDLp
q ρ в ),(, GDAp

q ρ , ∞≤≤ p1 , обладающим свойст-
вами: 

1) норма  qq c≤ρβ , ,  где  
1
12

−
−

=
q
qcq ; 

2) для всех  ),(, GDLp
q ρϕ ∈ , ),('

, GDLp
q ρψ ∈ ,  где  1

'
11
=+

pp
,  выполняется свойст-

во 
самосопряжённости оператора ρβ ,q : 

( ) ( )
GDqqGDqq ,,,,,,,, ,,

ρρρρ ψβϕψϕβ = ; 

3) для несущественного характера 1ρρ =   и  ),(
1, GDA p

q ρϕ ∈  верно  ϕϕβ ρ =
1,q . 

 

п. 3. Операторы двойственности −),( ρq форм 
Пусть  c— квазиокружность вС , IntcD =1 , ExtcD =2 ; dzz)(λ  — метрика Пуан-

каре, заданная в  21 DD ∪ ;  G — отмеченная конечнопорожденная квазифуксова группа 
первого рода дробно-линейных преобразований С  с инвариантной кривой c такая, что 

GD /1  —  компактная риманова поверхность рода 2≥h . 
Для ),( 1,1

GDA p
q ρϕ ∈ определены операторы двойственности: 

( ) ζζ
ζ
ζϕ

ζ
ζλϕ dd

zffz
iz

D
q

q

c ∧
−

=Β ∫∫
−

)()(
)(

)(
)(

2
)(

11
2

22
hom

1

1

1

,  2Dz∈ , 

( ) ζζ
ζ

ζϕ
ζ

ζµ
ϕ dd

f
zf

z
iz

D
q

qord
c ∧

−
=Β ∫∫ )(

)()(
)(
)(

2
)(

1

1
2

1

2
,  21 qqq += ,  2Dz ∈ . 

Кроме обращения области определения формы относительно квазиокружности c, 
эти два оператора устанавливают связь между пространствами двойственных голо-
морфных 

−),( ρq форм. Оператор  hom
cΒ  обращает характер формы, сохраняя её порядок:  

),( 21,

hom

1

GDAp

qc
ρ

ϕ ∈Β . Оператор ord
cΒ , наоборот,  — q-двойственно изменяет поря-

док формы и не влияет при этом на её характер: ),( 2,2
GDAp

q
ord
c ρϕ ∈Β ,  21 qqq += . 

Обозначим  
q

k
q

q
π24 )1(2 −

=  —  константу для целого 2≥q . 

Теорема 4 [2, 3].  Для произвольного характера ),( *CGHom∈ρ  интегральный 
оператор двойственности hom

cΒ  является непрерывным антилинейным отображением 
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между пространствами −ρ двойственныx форм: ),(),(: 21,1,
hom GDAGDA p

q

p
qc

ρ
ρ →Β ,

Rp∈ , ∞<≤ p1 ,  с нормой  qc k≤Βhom . 

Кроме того, для любых голоморфных −ρ двойственных форм ),( 1, GDA p
q ρϕ ∈  и 

),( 2
'
1,

GDAp

q
ρ

ψ ∈ , 1
'

11
=+

pp
,  верно 

( ) ( ) GDqcGDqc BB ,,,
hom

,,1,
hom

12
,, ρ

ρ
ψϕψϕ −= .                                                 (6) 

Теорема 5 [2, 3].  Для произвольного характера ),( *CGHom∈ρ  интегральный 
оператор двойственности ord

cΒ  является непрерывным линейным отображением из 

),( 1,1
GDA p

q ρ  в ),( 2,2
GDAp

q ρ , Rp∈ , ∞<≤ p1 , с нормой 
2q

ord
c Kk≤Β ( где  K  — константа 

из оценки обобщенного коэффициента Бельтрами: q
q K −≤ 2λµ   для 21 qqq += ). 

Кроме того, для любых голоморфных −ρ двойственных форм  ),( 1,1
GDA p

q ρϕ ∈  и  

),( 2
'
1,1

GDAp

q
ρ

ψ ∈ , 1
'

11
=+

pp
,  верно 

GDqq

ord
cGDqq

ord
c BB

,,,,,, 121212
,, ψϕψϕ −= .                                            (7) 

Формулы (6) и (7) устанавливают  свойство «самосопряжённости»  операторов 
hom
cΒ   и ord

cΒ  относительно билинейных спариваний (3) и (4) соответственно в −ρ двой-
ственных пространствах. Следующая теорема показывает сопряжённость операторов 
двойственности hom

cΒ   и ord
cΒ  друг с другом в q-двойственных пространствах мультип-

ликативных голоморфных автоморфных форм и устанавливает связь между билиней-
ными спариваниями (3) и (4) в этих пространствах. 

Теорема 6 [5, 7].  Для произвольного характера ),( *CGHom∈ρ   и q-

двойственных голоморфных  форм  ),( 1,1
GDA p

q ρϕ ∈  и ),( 2
'
,2

GDAp
q ρψ ∈ , 1

'
11
=+

pp
, спра-

ведливо равенство: 
( )

GDqqcGDq
ord
c BB

,,,

hom
,,,

12122
,, ψϕψϕ ρ −= .                                           (8) 

п. 4. Мультипликативный ряд Пуанкаре 
Для функции ϕ , голоморфной на D, определим мультипликативный ряд Пуанкаре 

( −ρ ряд Пуанкаре)  по формуле  

( ) ∑
∈

=Θ
GA

q

q A
zAAzz

)(
)(')()(, ρ

ϕϕρ  

для всех z, для которых правая часть сходится абсолютно и равномерно на ком-
пактных подмножествах множества D. 

Теорема 7 [6].  Для целого  2≥q ρ,qΘ  является непрерывным линейным отобра-

жением пространства )(1
, DAq ρ в ),(1

, GDAq ρ с нормой 1, ≤Θ ρq ,  а в случае несущест-

венного характера 1ρρ =  отображение ρ,qΘ  будет даже сюръективно. Кроме того, 
для любого ),(

1, GDAp
q ρψ ∈ ,  где  1ρ  — несущественный характер, ∞≤≤ p1 ,  существу-

ет такое  )(
1, DAp

q ρϕ ∈ ,  что ϕψ ρ1,qΘ=  и Gpqqpq
c

,,,,, 11 ρρ
ψϕ ⋅≤ , 

1
12

−
−

=
q
qcq . 
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Используя теоремы о линейном функционале, заданном билинейным спаривани-
ем (3), об операторе проектирования ρβ ,q и о сопряжённости (8) операторов двойствен-

ности hom
cB  и ord

cB друг с другом,  доказана: 

Теорема 8 [7].  Для целого 2≥q  и несущественного характера 1ρρ =  интеграль-
ные операторы двойственности hom

cB  и  ord
cB «коммутируют»  с линейным отображе-

нием  
),()(: 1

,
1

,,, 111
GDАDА iqiqDq i ρρρ →Θ ,  определяющим ряд Пуанкаре на iD ,  а именно: 

1. ( ) ),( 2
1

1,

hom

,1,,,
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1
2

1

11
GDABB

qcDqDqc
ρρ

ρ ϕϕ ∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Θ=Θ oo  для всех  )( 1

1
, 1

DAq ρϕ ∈ ; 

2. ( ) ( ) ),( 2
1

,,,,, 12212111
GDABB q

ord
cDqDq

ord
c ρρρ ϕϕ ∈Θ=Θ oo  для всех )( 1

1
, 11

DAq ρϕ ∈ , 
221 ≥=+ qqq . 

 

п. 5.  Вложения в пространствах −),( ρq форм  по порядку суммирования 
Теорема 9. Для целого  ,1≥q  произвольного характера ),( *CGHom∈ρ  и  1≥p  

имеют место непрерывные вложения 
),(),(),( 1

,,, GDAGDAGDA q
p

qq ρρρ ⊂⊂∞ . 
Доказательство. Пусть ω  — локально-конечная фундаментальная область  

группы Gв D. Тогда её площадь )(ωS ограничена: 

∫∫ ∞<∧=<
ω

λω zddzzS 2)(2)(0 . 

Возьмём ),(, GDAq
∞∈ ρϕ  и ∞<≤ p1 .  Тогда ∞<
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ϕ
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Следовательно,  ),(, GDAp
q ρϕ ∈ , а значит  ),(),( ,, GDAGDA p

qq ρρ ⊂∞ . Непрерывность 

вложения также следует из оценки p
qGpq

S
2

)(
,,,,,

ωϕϕ
ρρ

⋅≤
∞

. 

Возьмём теперь ),(, GDAp
q ρϕ ∈ , где ∞<< p1 . Тогда ∞<

Gpq ,,,ρ
ϕ  и, используя не-

равенство Гёльдера, получаем оценки: 
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Из последнего заключаем, что ϕ  также принадлежит пространству ),(1
, GDAq ρ  и 

вложение ),(),( 1
,, GDAGDA q

p
q ρρ ⊂  непрерывно.Теорема 9 доказана.  
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п. 6. Вложения в пространствах −),( ρq форм по порядку автоморфности 
Здесь ограничимся  частным случаем, когда { }1: <∈=∆= zCzD  — единичный 

диск  (это необходимо, чтобы воспользоваться специальной оценкой  ∆ ). 

Теорема 10.  Для любого  
p

t 1
> ,  где ∞<≤ p1  и любого характера 

),( *CGHom∈ρ  имеет место непрерывное вложение 
)(),( ,, ∆⊂∆ +

p
tq

p
q AGA ρρ . 

Доказательство.  Рассмотрим ),( ζzk  — кернфункцию  Бергмана, определенную 

формулой ( )[ ] 12
1),(

−
−= ζπζ zzk , ∆∈z , ∆∈ζ , и  требованием конформной инвариант-

ности выражения ζζ ddzzk ∧),( . При заданныхpи tдокажем следующее тождество с 
участием этой функции: 
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и  тождество (9) доказано.  
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Пусть теперь ),(, GAp
q ∆∈ ρϕ , ω  — локально-конечная фундаментальная область 

группы Gв∆ .  Используя (9),  получаем  
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=
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Последовательно применяя свойства конформной инвариантности функций )(ζλ , 
),( ζzk  и теорему Фубини, получаем равенства: 
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Так как для любых ∆∈z  и ∆∈ζ  верна оценка 
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то  последнее выражение можно оценить снизу и, следовательно: 
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Заметим также, что когда idG = , условие автоморфности формы тривиально, по-
этому новый порядок q+tформы ϕ  фактически участвует только в задании нормы в 
пространстве )(, ∆+

p
tqA ρ .  Таким образом, имеет место вложение )(),(: ,, ∆⊂∆ +

p
tq

p
q AGAJ ρρ . 

При этом оператор вложения J, действующий из ),(, GAp
q ∆ρ  в )(, ∆+

p
tqA ρ  по формуле 

ϕϕ =J , очевидно, является линейным, а также в силу (10) непрерывным.Теорема 10 
доказана.  

 

п. 7.  Вложение в пространство голоморных −),( ρq интегралов Эйхлера  
Пусть  G— группа дробно-линейных преобразований A открытого множества 

CD ⊂  вида 
dcz
bazzA

+
+

=)( ,  где Cdcba ∈,,, ,  Dz ∈  и 1=−bcad . Для любых GA∈  и 

целого qопределим оператор,  действующий на функциях  CDAf →)(:  по формуле  
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)(')()(*
, A

zAAzfzfA
q

q ρρ = , ),( *CGHom∈ρ . 

Тогда условие автоморфности −),( ρq формы ϕ  будет иметь вид 
ϕϕρ =*

,qA ,  для любого GA∈ .                                                   (11) 
Множество голоморфных форм, удовлетворяющих  (11), будем обозначать 

),(, GDAq ρ . Зафиксируем целое 1≥q . 
Определение 3. Мультипликативная голоморфная функция F на D для характера 

ρ  называется голоморфным −),( ρq интегралом Эйхлера на D относительно группы 

G, если существует форма ),(, GDAq ρϕ∈  такая, что 12
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Лемма 2. Для оператора дифференцирования  12
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z
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Доказательство.  Пусть  f — мероморфная или голоморфная мультипликативная 
функция для характера ρ  на D.  Покажем, что обе части равенства (12) переводят f в 
одну и ту же функцию.  Это достаточно будет показать для голоморфных функций  f  на 
D.  

Заметим, что прямым вычислением для любого дробно-линейного преобразова-
ния GA∈  устанавливается тождество  

( ) )(')(')( 22 zAAzAzA ζζζ −=− .                                          (13) 
Пусть  0z  произвольная точка из D,a Dc ⊂  —  маленькая окружность с центром в 

0z , ориентированная по часовой стрелке. Тогда из интегральной формулы Коши полу-
чаем 
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Сделав замену в полученном интеграле, для любой точки )(cA∈ζ  найдем точку 
c∈1ζ  такую, что )( 1ζζ A= . Применяя тождество (13),  приходим к равенствам  
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Лемма 2 доказана. 
Пусть 22 −Π q  — векторное пространство полиномов от одного комплексного пе-

ременного z  степени 22 −≤ q . 

Лемма 3. Для голоморфной функции F на  D  производная ),(,12

12
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F
qq
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гда и только тогда, когда  для каждого GA∈  (2q-1)–я производная по z функции 
( ) )()()( *

,1 zFzFAz q −=Φ − ρ  равна нулю, то есть функция )(zΦ  принадлежит 22 −Π q . 

Доказательство. Обозначим  ϕ=
∂
∂

−

−

12

12

q

q

z
F  и найдем искомую производную, исполь-

зуя лемму 2: 
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Очевидно, что найденная производная равна нулю тогда и только тогда, когда 
выполняется условие автоморфности (11) формы ϕ ,  а значит,  ),(, GDAq ρϕ ∈ .  

Лемма 3 доказана. 
Из леммы 3 заключаем, что F  будет −),( ρq интегралом Эйхлера тогда и только 

тогда, когда  

22
*

,1 −− Π∈−= qqA FFAP ρ    для любого  GA∈ .                                (14) 

Пространство −),( ρq интегралов Эйхлера будем обозначать  ),(, GDq ρℑ . Из рас-
смотренных лемм и определения 3 следует, что линейный оператор (2q-1)–кратного 

дифференцирования  12

12

−

−

∂
∂

q

q

z
 переводит −),( ρq интегралы Эйхлерав автоморфные фор-

мы порядка qдля характера ρ . Таким образом, получено следствие: 

Следствие.  Для целого 1≥q  и характера ),( *CGHom∈ρ  имеем линейное ото-
бражение 

),(),(: ,,12

12

GDAGD
z qqq

q

ρρ →ℑ
∂
∂

−

−

. 

Докажем следующую теорему вложения: 

Теорема 11.  Для целого 1≥q  и характера ),( *CGHom∈ρ  имеет место вложение 
),(),( ,,1 GDGDA qq ρρ ℑ⊂− . 
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Доказательство. Если ),(,1 GDAF q ρ−∈ ,  то 0*
,1 =−= − FFAP qA ρ  для всех GA∈ . 

Таким образом, элементы из ),(,1 GDA q ρ−  представляют −),( ρq интегралы Эйхлера с ну-
левым полиномом AP  в (14).Теорема 11 доказана. 
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In article is provided a review of the main results received in the theory of multiplicative automorphic 
forms ( −),( ρq forms) on a compact Riemann surface with links to the published works where it is poss-
ible to find their detailed proofs. The embedding theorems in spaces of −),( ρq forms are provided with 
the proof  for demonstration of technique of work with such forms. 
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