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Автор считает, что все перечисленные выше результаты (леммы 1–5) являются но-
выми. Ослабление ассоциативности умножения приводит к появлению свойств конечного 
полуполя, являющихся аномальными в сравнении со свойствами конечного поля. Отме-
тим, что изученное полуполе Хентзела – Руа содержит пять различных подполей одного и 
того же порядка 4 (свойство, невозможное для поля 64 ). Кроме того, порядок муль-
типликативной лупы ненулевых элементов не делится на порядки элементов 5 и 6, а также 
на правые (левые) порядки 6, 12 и 15. Однако даже не являющееся ни лево-, ни правопри-
митивным полуполе  удовлетворяет условию однопорожденности лупы ∗.  
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The author consider the algebraic properties of the semifield of order 64 that is one of two 
known counter-examples to G. Wene conjecture of left-primitivity for any finite semifield. The 
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of non-zero elements of this semifield is singly-generated. 

Keywords – semifield, spectrum of semifield, left-primitivity, automorphism. 

УДК 539.37 

МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕДЛЕННОГО ДВИЖЕНИЯ СЫПУЧЕЙ СРЕДЫ  
В СХОДЯЩЕМСЯ КАНАЛЕ 

Ольга Игоревна Кузоватова, к ф.-м.н, доцент 
Тел.: 8 391 206 2116, e-mail: oik17@yandex.ru 
Сибирский федереальный университет 

http://www.sfu-kras.ru  

Для исследования локализации деформаций при движении сыпучей среды под 
действием собственного веса в сходящемся канале используются вариационные прин-
ципы теории предельного равновесия, установленные в рамках специальной матема-
тической модели материала, по-разному сопротивляющегося растяжению и сжатию. 
Получена оценка для коэффициента запаса. 
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Многие природные и искусственные материалы разно-
прочны, они имеют существенно различные прочностные свой-
ства при растяжении и сжатии. Таким свойством обладают 
геоматериалы, к которым относятся материалы, составляющие 
внешнюю оболочку Земли: горные породы, сыпучие среды, су-
хие и водонасыщенные грунты и др.  

Одной из фундаментальных задач геомеханики является за-
дача о движении геоматериалов в сходящихся каналах. Анализ 
движения раздробленной горной породы и сыпучих сред в сужи-
вающихся каналах представляет интерес для ряда технологиче-
ских процессов добычи полезных ископаемых (обрушение и вы-

пуск из очистных блоков и камер, движение в рудоспусках), для хранения и переработки 
зерновых культур (выпуск из бункеров и силосов). Подобные процессы имеют место в 
естественных условиях при смещении горных пород и грунтов вокруг шахтных стволов и 
выработок, при формировании мульд сдвижения горных массивов над выработанным про-
странством и карстовыми пустотами и др. Приближенное (инженерное) решение задачи и 
результаты натурных экспериментов представлены в работах [1;2]. 

Цель настоящей работы – построить аналитическое решение задачи о движении 
сыпучей среды в сходящемся канале на основе оригинальной модели, учитывающей 
разнопрочность материала. С помощью вычислительного алгоритма на основе метода 
конечных элементов, провести численные расчеты задачи. 

1. Математическая модель

Для описания напряженно-деформированного состояния сыпучей среды как 
разнопрочного материала, имеющего различные пределы прочности при растяжении и 
сжатии, будем использовать модель среды с пластическими связями [3;4]. Под действи-
ем сжимающих или растягивающих напряжений, меньших коэффициента сцепления 
(предела прочности связей), такая среда не деформируется. По мере достижения преде-
ла прочности деформация развивается в соответствии с теорией линейного упрочнения. 
Реологическая схема модели представлена на рис. 1.  

Судя по этой схеме, справедливо аддитивное представление 0c e       ,          

здесь   – тензор полных напряжений, c – тензор напряжений в контакте, 0 – тензор 

сцепления, :e E    – тензор упругих напряжений,   – тензор деформаций, E  – 
симметричный 

Рис. 1. Реологическая схема Рис. 2. Конусы деформаций C  и напряжений K

положительно определенный тензор модулей упругости. Тензор c  подчиняется 
вариационному неравенству 

 : 0c    ,  , C  , (1)



МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

338            Образовательные ресурсы и технологии •2016’2 (14) 

в котором C  – конус допустимых деформаций  (рис. 2), имеющий вид 

    |  C        ,   – параметр дилатансии,   2 :       – интенсивность

сдвига, 3      – девиатор деформаций,   :      – деформация объема,   – 

символ Кронекера. 
С учетом введенных обозначений неравенство (1) принимает вид 

   0: : 0E          ,  , C  , 

По определению проекции это означает, что 

 1 0
C E        

, 

где   – оператор проекции на конус C  по норме : :E    .  

Рассмотрим элемент конструкции из разнопрочного материала, занимающий 
плоскую область   с границей    , состоящей из двух непересекающихся частей 

u  и  , на первой из которых отсутствуют перемещения, а на второй задан вектор 

распределенной нагрузки p . Справедливы уравнения равновесия в вариационной фор-
ме и граничные условия:  

   0f u u d


       , (2) 

0u u    на  u ,      n p     на   . (3) 

Задача (2) – (3) сводится к задаче о минимуме      min
cu U

J u J u
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Отсюда можно показать, что поле перемещений тождественно равно нулю, в том 
и только том случае, если  

  0: 0u f u d p ud

 

            , Cu U  . (4) 

Нагрузка  ,f p  называется безопасной, если 0u  . Пусть 0p  , 0f m f  , где

m  – параметр нагружения. Тогда из (4) получим, что нагрузка будет безопасной при 
изменении параметра m  от нуля до предельного значения (коэффициента запаса) 

  0

*

0

:

min
cu U

u

u d

m

f ud





 

  


 
  
  











.   (5) 

Доказанное утверждение представляет собой формулировку кинематической тео-
ремы о предельном равновесии, известной из теории пластичности [5]. 

2. Аналитическое решение

В качестве примера рассмотрим задачу о плоском течении под действием соб-
ственного веса сыпучей среды в сходящемся канале. Предположим, что     и рас-
смотрим два случая, представленных на рис. 3, 4. 

Рис. 3. Случай 1 Рис. 4. Случай 2 

Рассчитаем коэффициенты запаса 1m  и 2m , выберем наименьшее значение, кото-

рое и будет коэффициентом запаса *m  в данной задаче.  
Для случая 1 допустимое поле перемещений  1 2,u u u    описывает локализацию

деформации простого сдвига с дилатансией в узкой линейной зоне толщины h , накло-
ненной под углом  . В декартовой системе координат, связанной с этой зоной 
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Проведем расчеты интегралов, входящих в (5).  

  0 0
0:u d S



       ,

здесь 0
s    , s  – предел текучести, S hl ,   cos sin ctgl a       .

“Выпадающая” треугольная область движется как твердое целое, следовательно, 
0 0

0f u d f S


     ,
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здесь 0
0 sinf gu   ,

1

2
S Hl  , sinH a  . Поэтому коэффициент запаса 1m  равен 
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Условие Cu U  принимает следующий вид:  0 0   ,   где  21 4 3    . Тогда  

 0
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1
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     или      

2

1
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Выражение (6) достигает своего минимума при равенстве в последних выражениях. 

Вычислив 
2

sin cos
sin

1

   
 

 
, получим формулу для коэффициента запаса: 

 1
2 1 1
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. 

При рассмотрении случая 2, проводя аналогичные расчеты, можно получить 
следующую формулу для коэффициента запаса:  
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. 

Анализ показал, что неравенство 1 2m m  справедливо при    . Таким образом, 

зона локализации направлена под углом  

            
2

1
arcsin

1
   

 
  (7)

 и соответствует  рис. 3, [6]. 
Следует отметить, что в инженерном решении, которое получено в [4], 

прямолинейные зоны локализации деформаций задавались произвольным образом, 
исходя из механических соображений. В действительности оказывается, что их 
направления могут быть определены однозначно на основе вариационного принципа 
(5). Заметим, что решения с криволинейными зонами локализации деформаций ранее 
рассматривались в [7, 8]. 

3. Численное моделирование

Вычислительный алгоритм основан на конечно-элементной аппроксимации модели. 
Алгоритм приводит задачу определения поля перемещений в разнопрочной среде 
к решению последовательности статических задач линейной упругости с начальными 
напряжениями. Алгоритм не использует теорем об оценке предельной нагрузки. С его 
помощью предельные нагрузки можно определить только приближенно как нагрузки, 
превышение которых приводит к интенсивному деформированию материала, [8]. 

В качестве начального приближения в итерационном процессе используется 
решение упругой задачи. Идея алгоритма состоит в замене определяющих уравнений 

 0
1

: :
1

E E       
 

, 

где const 0   ,  итерационной формулой  1,2,3,n    

 1
0

1
: :

1
n n nE E        

 
. 

Здесь   – оператор проеции на конус K  по норме 1
0 : :E    , который 

действует следующим образом ( k  – модуль объемного сжатия,   – модуль сдвига),  [4]: 
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 если    s p s   ,   то  s  ;

 если    s p s    и        0p s k s     , то 0  ;

 если    s p s    и      0p s k s     ,   то

 
     p

s p s p
s

 
          

,              
2

p s k s
p

k

   
 

  
. 

Итерации продолжаются до тех пор пока норма разности двух последовательных 
решений не станет меньше наперед заданной  точности вычислений. 

Параметр внутреннего трения разнопрочной среды изменяется в пределах 
0 3 2   , расчеты проведены при 0,3  . Параметр регуляризации   в расчетах 
полагался равным 0,0001 . Дальнейшее его уменьшение нецелесообразно, так как это 
приводит к замедлению сходимости алгоритма. Точность вычислений в итерационном 
алгоритме 0,0001  . Численные эксперименты выполнены по программе, 
составленной на алгоритмическом языке Borland  C++.  

4. Результаты численных экспериментов

В данном параграфе рассмотрим графическую интерпретацию результатов 
вычислительных экспериментов для задачи о плоском течении под действием 
собственного веса сыпучей среды в сходящемся канале (рис. 3). 

Обозначим через 

 
*

кр
2 1

sin sin cos
sf m g

a


  

     
. (8) 

Если крf f , то локализации деформаций нет. Среда слишком легкая, чтобы 

продвигаться по каналу. Если крf f , то среда движется. В этом случае должна быть 

видна зона проскальзывания.  
На рис. 5 (а) представлено поперечное сечение симметричного сходящегося 

канала, параметры заданы следующие 63,43     , 2a   м. На рис. 5 (б) конечно-
элементная сетка образца включает в себя 859  узлов и 1596  элементов, характерный 
размер стороны треугольника 0,18  м при площади образца 216 м . 

а б 
Рис. 5. Симметричная область 

По формуле (8) рассчитано значение кр 0,08 sf   . По формуле (7) рассчитан 

наиболее вероятный угол выхода линейной зоны локализации деформаций  45,70   . 
На рис. 6 (а) представлено поле интенсивности сдвига, полученное на основе 

классической теории упругости, на рис. 6 (б) – на основе модели разнопрочной среды 
с параметром внутреннего трения 0,3  , прямой черного  цвета показано 
направление  линии локализации деформаций под углом 45,70   . 
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а б 
Рис. 6. Интенсивность деформации сдвига 

На рис. 7 (а) представлено поперечное сечение несимметричного сходящегося 
канала, параметры заданы следующие 76,2   , 35   , 2a   м. На рис. 7 (б) 
конечно-элементная сетка образца включает в себя 1035  узлов и 1922  элементов, 
характерный размер стороны треугольника 0,18  м при площади образца 230,92 м . 

а б 
Рис. 7. Несимметричная область 

По формуле (8) рассчитано значение кр 0,06 sf   . По формуле (7) рассчитан 

наиболее вероятный угол выхода линейной зоны локализации деформаций  58,49   . 
На рис. 8 (а) представлено поле интенсивности сдвига, полученное на основе 

классической теории упругости, на рис. 8 (б) – на основе модели разнопрочной среды 
с параметром внутреннего трения 0,3  , прямой черного  цвета показано 
направление локализации деформаций под углом 58,49   . 

а б 
Рис. 8. Интенсивность деформации сдвига 

Итак, вычислительные эксперименты задачи о движении сыпучей среды в 
сходящемся канале подтверждают наличие линейных зон  локализации деформаций 
под углом  , вычисляемого по формуле (8), и соответствуют рис. 3. 

Заключение 

Автор считает, что в данной работе новыми являются следующие положения и 
результаты: 

1. На основе теоремы о предельной нагрузке при наличии массовых сил
построено решение с линейной зоной локализации деформаций.  

2. Разработан эффективный вычислительный алгоритм для исследования плоских
квазистатических задач в рамках математической модели разнопрочной среды.  
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3. Проведены вычислительные эксперименты, моделирующие движение сыпучей
среды в сходящемся канале, которые подтверждают наличие линейных зон 
локализации деформаций. 
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Modeling of slow motion of a granular medium in converging channels 
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The aim of this work is to find approximate analytical solution of the problem of loose medium motion 
in a converging channel, to develop computational algorithm based on the finite element method, and 
to carry out numerical calculations of the problem. 
Keywords – variational inequality, materials with different strengths, strains localization. 
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В данной работе рассматриваются  линейные обратные задачи  для псевдо гиперболи-
ческого уравнения. Доказываются соответствующие теоремы об однозначной разрешимо-
сти рассматриваемых обратных задач.  
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