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3. Проведены вычислительные эксперименты, моделирующие движение сыпучей
среды в сходящемся канале, которые подтверждают наличие линейных зон 
локализации деформаций. 
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В данной работе рассматриваются  линейные обратные задачи  для псевдо гиперболи-
ческого уравнения. Доказываются соответствующие теоремы об однозначной разрешимо-
сти рассматриваемых обратных задач.  

Ключевые слова: обратная задача, псевдогиперболическое уравнение, уравнение 
Вольтерра, условия переопределения  



МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

344            Образовательные ресурсы и технологии •2016’2 (14) 

Введение 

Обратные задачи возникают в различных областях 
науки, таких как геофизика, разведка полезных ископаемых, 
биология, медицина,  и т.д., что ставит ряд актуальных про-
блем современной математики.  

Теория обратных задач для дифференциальных уравне-
ний и различные методы их решения, а также современное со-
стояние теории обратных задач с обширной библиографией 
отражено в монографиях Б.С.Аблабекова [1]. А.Л.Бухгейма 
[2], С.И.Кабанихина [3], М.М.Лаврентьева, В.Г.Романова, С.П. 
Шишатского [4], В.Г.Романова [5] , Ю.Я.Белова [7] и других. 

Обратные задачи для псевдогиперболических уравнений 
развиты слабее, чем для уравнений второго порядка. Объясняется это тем, что исследо-
вание обратных задач для дифференциальных уравнений тесно связано с решением со-
ответствующей прямой задачи. А теория прямых задач для псевдогиперболических 
уравнений еще далека от завершения. 

С другой стороны,  псевдогиперболическими уравнениями описываются многие 
процессы, например, [6] уравнение вида 

0,0),(),(),(2  consttxtutxutxutD ,  

описывает процесс распространения  возмущений в упруго-вязком стержне, где 
0 const - параметр, а tu - малая вязкость. 

Целью данной работы является доказательство существования и единственности 
решения обратных задач для псевдогиперболического уравнения третьего порядка с 
переопределениями во внутренней точке и с интегральным переопределениям. 

В данной статье устанавливаются условия существования и единственности ре-
шения обратных задач отыскания неизвестного источника )(tff   в псевдогипербо-
лическом уравнении по переопределению во внутренней точке и по интегральному пе-
реопределению.  

Исследование проводится в два этапа. Первый этап включает в себя приведение 
обратных задач к интегральному уравнению типа Вольтерра  с применением предвари-
тельных результатов  соответствующих прямых задач. На втором этапе доказана тео-
рема существования и единственности решения соответствующих обратных  задач. Об-
ратные задачи  в аналогичных  постановках для параболических уравнений исследова-
лись в работах [7,8]. 

Основные результаты 

Задача 1. Найти  пару функций {u(x,t),f(t)}, которые удовлетворяют уравнению 
 

Txxxxttt txtxgtxhtfuuuLu  ,),,(),()( , (1) 

начальным условиям 
Rxxxuxxu t  ),()0,(),()0,( , (2) 

и дополнительному условию 
],0[),(),0( Ttttu  , (3) 

где }0,),{( TtRxtxT  , h,g,,  и   - некоторые заданные функции, причем 

h(0,t)0. 
Определим следующие пространства непрерывных функций, производные кото-

рых удовлетворяют условию Гельдера: 

)10()( H  -  пространство функций из ),(C  удовлетворяющих условию 
Гельдера с показателем  , т.е. функций из ),(С  для которых конечна норма 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1  
Пару функций {u,f} назовем решением задачи (1)-(3), если 
1) u(x,t)-классическое решение задачи (1)-(3);
2) ].,0[),(),0( Ttttu 

ТЕОРЕМА 1. Пусть )(),( 2/,2/,2
TT HgHh   , а функции 

),(, 2 RH  ]),0([2 TH   и выполнены условия согласования 

)0(')0(),0()0(  . Тогда решение задачи (1)-(3) существует и единственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как задача (1)-(3) линейна, то ее решение можно ис-

кать в виде  ),,()0,(),( 21 fuufu   где  ),(1 txu  является решением задачи 

)()0,(),()0,(),,( 111 xxtuxxutxgLu  , (4) 

а пара функций  ),( 2 fu  удовлетворяет задаче 

),0()(),0(,0)0,(,0)0,(),,()( 12222 tuttuxtuxutxhtfLu  .   (5) 

Отсюда следует, что для доказательства теоремы 1 достаточно доказать суще-
ствование и единственность определения пары функций Qfu ),(  из условий 

TtxfhLu  ),(, , (6) 

Rxxtuxu  ,0)0,(,0)0,( , (7) 

Ttttu  0),(),0( . (8) 
Для доказательства разрешимости задачи (6)-(8) рассмотрим задачу определения 

тройки функций ),,( fVu  удовлетворяющих условиям 

TtxVuut  ),(, , (9) 

 
t

txtxhtfdxVteVxxVtV T
0

),(),,()(),()( ,             (10) 

RxxV  ,0)0,( , (11) 
TttttV  0),()('),0( .             (12) 

Задачи (6)-(8) и (9)-(12) связывает следующая лемма. 

ЛЕММА 1  

1) Если ),( fu  - решение задачи (6)-(8), тогда ),,( fVu  - решение задачи (9)-(12).
2) Пусть ),,( fVu - решение задачи (9)-(12), тогда ),( fu - решение задачи (6)-(8),

при этом uuV t  . 

Доказательство леммы проводится непосредственно проверкой. 
Известно, что (см. [1]) любое решение задачи (10)-(11) имеет вид 
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  
t

R
ddyyhytxZftxV

0
),(),,,()(),( , (13) 

где  ),,,( ytxZ - фундаментальное решение  оператора 

 
t

dxuteuxxutuuL
0

),()(
1 . 

Так  как  

 
t

txhtfdxVteVxxVtV
0

),()(),()( , 

то из (13) получаем 

  



t

R
txhtfdyddyxZ

t
eZxxZyhftV

0
),()()),,,)()((),()( 11

1 .  (14) 

Положив в (14)  x=0, и пользуясь дополнительной информацией (12), получим 
линейное интегральное уравнение Вольтерра второго рода 

 
t

TttgdftKtf
0

0),(1)(),()( ,             (15) 

где 

),0(0),()1)1,,,)(
)1(

(),( th
R

xdyyhdyxZ
t
eZxxZtK 








 




  , (16) 

  ),0()(')(")(1
1 thtttg  . 

 (17) 

Так как  ,2/,2 Hh  то из (16) следует, что ядро   ),( tK удовлетворяет нера-
венствам 

1),( CtK  , 

2/
21221 ),(),(  ttCtKtK . 

Отсюда следует, что решение интегрального уравнения (15) существует, един-
ственно и имеет вид 

     
t

dhttRthtttf
0

),0()(')("),(),0()(')(")( 11 ,   (18) 

где функция  ),( tR -разрешающее ядро для ),( tK . 

Покажем, что функция f(t), определенная формулой (18), принадлежит  простран-
ству  H/2([0,T]). Для  этого рассмотрим разность  f(t)-f(t0). Тогда  из (15) получаем 






   





 

)(")(")(),(
0

)(),(

)(')(')(")(")(),0()(),0(

0
0

0

0
11

0000

ttdftK
t

dftK

tttttfthtfth

t

 



 





 

t
dftKtKtt

0

0
11

0 )(),(),()(')(' , (19) 

где  K1(t,)=h(0,t)K(t,). 
Из  (16)-(19)  и  предположений  теоремы получаем  неравенство 

.)()(
2/

0
3

2/
0

2

2/
0

1
0


 ttCttCttCtftf    (20) 
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Из  (20)  получим,  что  f(t)H/2[0,T]. 
 Теперь  покажем,  что  пара  функций  V(x,t), f(t),  где  f(t)  определенная форму-

лой  (18),  а   

 
t

R
dydyhytxZftxV

0
),(),,,()(),(   (21) 

является  решением  задачи  (9)-(12).  Функция  ),( txV ,  заданная  формулой (21) 
является  единственным  решением  задачи  (10)-(11). Проверим,  что  условие  (12) 
также  выполнено. Пусть  функция   )()('),0( 11 tttV     удовлетворяет  равенству 

 
t

thtfdftKtt
0

),0()()(),()(')(" 11 .          (22) 

Так как )(tf -решение уравнения (15), то из (15) и (22) относительно функции  

)()()(" 12 ttt    получим  обыкновенное  дифференциальное  уравнение  с  нуле-
выми  начальными  данными 

0)0()0(,0)()( '
2

'"
222  tt .

Следовательно, )()( 1 tt   и условие (12) выполнено. 
Единственность  решения задачи  (9)-(12) следует  из (13) и (15). 

ТЕОРЕМА 2.  Пусть  ),( 11 fV  и ),( 22 fV   любые  две  пары  функций,  удовлетво-

ряющие  условиям  (9)-(12), а )(1 t  и )(2 t   отвечающие  им  данные (12) обратной  за-
дачи. Тогда  для   любого  конечного  Т>0  существует  такая  постоянная,  что  имеют  
место  оценки  устойчивости 

.]),0([]),0([

,)
_

()
_

(

2212/21

2/,2212/1,221

THCTHff

THhhCTHVV









Доказательство  этой  теоремы  следует  непосредственно  из  соотношений  
(13),(15).  

ЗАМЕЧАНИЕ.  Аналогичным  образом  можно  исследовать  обратную  задачу 
для случае  краевой задачи. 

Пусть Т>0 – фиксированное число, }0,0),({ TtlxtxQT  . 

Задача 2. На множестве TQ  рассмотрим первую начально-краевую задачу 

],0()1,0(),,(),()( Ttxtxgtxhtfxxuxxtuttu  , (23) 

10),()0,(),()0,(  xxxtuxxu , (24) 

1,0,2,1,0),(),( 21  xxiTttitixu . (25) 

Требуется определить пару функций {u,f}, если известно дополнительное условие 

 
1

0
0),()(),( Tttdxxtxu , (26) 

называемое интегральным переопределением. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Предположим, что функция u(x,t) является функцией из 

класса )(2,12
TQС   если существуют непрерывные частные производные 

.,,,,, xxtuxtuttuxxutuxu  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Решением задачи (23)-(26) называется пара функций 

]),0([)()(),( 2,12 TCQCQCQfu TТ   , удовлетворяющая условиям (23)-(26). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Будем говорить, что для обратной задачи (23)-(26) выполне-
ны условия согласования, если  

2,1),0(')(),0()(  iiixiix , (27) 

  
1

0

1

0
)0(')()(),0()()( dxxxdxxx . (28) 

Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 3. Пусть ]),1,0([,),(, 2CTQCgh  ]),,0([)( 1 TCti 

]),0([2 TC  и выполнены условия согласования (27)-(28). Кроме того,

0, 0  hh   при всех t[0,T]. Тогда существует единственное решение обрат-

ной задачи (23)-(26). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в задаче 1, в силу линейности обратной задачи 2 и 
однозначной разрешимости прямой задачи (23)-(25),  для доказательства теоремы раз-
решимости задачи (23)-(26) достаточно доказать существование и единственность ре-
шения обратной задачи определения пары функций  (u, f)  из условий 

),()( txhtfuuu xxxxttt  , (29) 

0)0,()0,(  xuxu t , (30) 

0),( txu i ,  (31) 

 
1

0

)()(),( tdxxtxu  .  (32) 

Умножая обе части  (29) скалярно на (x) в L2  1,0 , получим

)(),,()()(, xtxhtfxuuu xxxxttt  ,  (33) 

где через   ,   обозначим скалярное произведение в L2(0,1). 

Так как  

)(",,
2

2
tu

dt

d
utt  , 

 )(",)(, xuuxuu txxxxt  , 

то из (33) получим 

  
1

0

1
0

1
0 )()("),)()((")()( thtdstsuusthtf t , (34) 

где 
)(),,()(0 xtxhth  . 

Подставляя (34) в (29), имеем 

 
1

0

),(~),)()(,,( txgdstsuutsxKuuu txxxxttt . (35) 

где 
)(/),()("),,( 0 thtxhstsхK  , 

)(/)("),(),(~
0 thttxhtxg  . 
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Для решения задачи (30)-(31),(35) введем в рассмотрение две вспомогательные 
функции 

VeVVuu t
t

~
,  . (36) 

Тогда функция ),(
~

txV  будет удовлетворять условиям

   
1

0 0

)(2 ),(~),(
~

),(
~

),,(
~~ t

ttt
xxt txgedxVedstsVetsxKVV ,  (37) 

0)0,(
~ xV , (38) 

0),(
~ txV i . (39) 

Хорошо известно, что функция Грина для краевой задачи 
2,1,0),(,0)0,(),,(  itxuxutxguu ixxt  

представимо в виде 

),,,()(),,,( 0
2/1   txGttxG , 

где  ),,,(0  txG - достаточно гладкая функция. Принимая во внимание свойства 

функции Грина, нетрудно убедиться, что любое решение  ),(
~

txV  задачи (37)-(39) явля-
ется решением интегрального уравнения 

   
1

00

1

0
0

2/1 ),(
~

),,([),,,()(),(
~

dssVsKddtxGttxV
t

)],(),(
~

0
11

)(2 1  


 gedVe ,  (40) 

или, используя теорему Фубини, и  меняя порядок интегрирования, из (40) полу-
чим 

  
t

txFddVtxKtxV
0

1

0

),(),(
~

),,,(),(
~

1
, (41) 

где 















t
detxGt

dssKtxGttxK

,),,,()(

),,(),,,()(),,,(

1
)(2

10
2/1

1

1

0
0

2/1
1

1

   
t

ddgetxGttxF
0

1

0
0

2/1 ),(),,,()(),(

В дальнейшем нам понадобится следующая лемма, аналогичная лемме Гронуол-
ла-Белмана. 

ЛЕММА 2. Пусть y(t) и z(t)- непрерывные неотрицательные функции. Если 

   
t

TtdytCtzty
0

2/1 0,)()(1)()(0 . (42) 

то справедлива оценка 

,)()()()(0
0

2/1













  

t
dzttzCty  (43) 

где C -положительная константа, зависящая от С,Т и  . 



МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

350            Образовательные ресурсы и технологии •2016’2 (14) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножая обе части (42) на 2/1)( t  и интегрируя по 

(0,t), получим 

    
t t t

dyCdztdyt
0 0 0

2/12/1 )()()()()( .    (44)

Здесь мы использовали неравенство 

  .)(2)(1 2/12/12/1   tTt             (45) 
Подставляя (44) в (42),и применяя леммы Гронуолла, получим (43). 
Продолжим доказательство теоремы 3. Докажем разрешимость интегрального 

уравнения (41) с помощью метода последовательных приближений 

   
t

nn ddVtxKtxFV
0

1

0

1
1 ),(

~
),,,(),(

~
. (46) 

Из (46) в силу условий теоремы и неравенства (43), имеем 

  dVtCCV n
t

n ),(
~

)(
~ 1

0

2/1
21 . 

Отсюда, в силу леммы 1 следует, что 

CV n ~
.

Это означает, что последовательность  nV
~

 сходится равномерно к функции

),(
~

txV . Возвратившись к последовательности (46), и найдя предел при n , мы ви-

дим, что функция ),(
~

txV  удовлетворяет уравнению (41).

Чтобы установить единственность найденного решения, допустим, что 1~
V  явля-

ется другим решением. Тогда 

   
t

ddVVtxKtxVtxV
0

1

0

1
1

1 ),(
~

),(
~

),,,(),(
~

),(
~

, 

откуда получаем 

   dVVtCtVtV
t

0

12/11 ),(
~

),(
~

))(1(),(
~

),(
~

.

Хорошо известно, что решение этого неравенства может быть только одно:

0
~~ 1 VV  и, следовательно, TQtxVV  ),(,

~ 1 .

Таким образом, мы доказали однозначную разрешимость интегрального уравне-
ния (41). Тогда по формулам  (36),(34) последовательно находим uV , и f. Теорема 3 
доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть  )2,1(),( ifu ii  два решения обратной задачи (23)-(26) с 

данными  )(ti  соответственно. Тогда имеет место оценка 

  TCC
Cuu

T ,021)(21 2  , 

константа С зависит от функции ,h  и Т. 
Доказательство теоремы можно получить непосредственно из соотношений 

(36),(34),(41) с применением леммы 2. 
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Заключение 

Автор статьи считает, что в данной работе новыми являются доказательства тео-
рем существования и единственности решения различных линейных обратных задач  
для псевдогиперболического уравнения с различными условиями переопределения. 
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In this paper linear inverse problems for pseudo hyperbolic  equations is considered. We 
prove the corresponding theorem on the unique solvability of the inverse problem. 
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В статье предложен метод корреляционной адаптометрии для выявления пред-
кризисных и кризисных ситуаций на страховых рынках. Применимость метода иссле-
дована на данных статистики некоторых региональных страховых рынков Россий-
ской Федерации. 

Ключевые слова: корреляционная адаптометрия, эффект группового стресса, 
дисперсия, корреляции, экономический кризис, страховой рынок. 

В 1985 году Е.В.Смирновой и А.Н.Горбанем  был обнаружен эффект, проявляю-
щийся в группах и популяциях, находящихся в тяжелых условиях существования. 
Наблюдаемый эффект состоит в росте корреляционных связей между  параметрами си-
стемы при увеличении адаптационного напряжения в этой системе, а именно уменьше-




