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Исследуется обратная одномерная задача с неизвестным источником и неиз-
вестным переменным  коэффициентом в волновом уравнении  по двум известным ре-
шениям прямой задачи в фиксированных точках плоскости. Методом интегральных 
преобразований задача редуцируется к обратной задаче Штурма-Лиувилля. Доказаны 
теоремы единственности. 
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Обратные задачи математической физики представляют интерес для многих обла-
стей знания: геофизики, сейсмики, акустики, радиолокации, 
медицины. Различны постановки и методы решения обратных 
задач. Актуальны задачи определения переменных коэффици-
ентов дифференциального уравнения в частных производных. 
Широкий класс обратных задач составляют задачи интерпре-
тации данных наблюдений, в которых по результатам измере-
ний полей требуется определить источники поля  или элемен-
ты распределения среды [1,с.52-60].  

Исследуемая задача редуцируется к обратной задаче 
Штурма-Лиувилля. Методом интегральных преобразований 
исходная постановка  сводится к спектральной, и решается  

система нелинейных интегральных уравнений, содержащая неизвестные функции. 
Свойства искомых функций предполагаются заданными. 

Решением обратных  задач, взаимосвязанных со спектральной теорией дифферен-
циальных операторов, занимались М.М. Лаврентьев, В.Г. Яхно, К.Г. Резницкая [2], А.С. 
Алексеев [3], М.М. Лаврентьев и К.Г. Резницкая [4]. Наиболее близкие по постановке 
задачи опубликованы в  [2]. Наиболее близкие  к теме исследования задачи решены 
В.Г. Романовым [5, с.70-85] и авторами монографии  [2]. 

Цель работы – конструктивное построение решения задачи; описание классов 
функций, в которых восстанавливаются решения; доказательство теорем единственно-
сти.     

Исследуемая задача имеет прикладное значение, являясь модельной для интер-
претации данных сейсморазведки и электроразведки. Построенные алгоритмы  могут 
быть полезными при численном решении обратных задач в указанных классах функ-
ций. Полученные результаты могут быть использованы в дальнейших исследованиях 
по теории обратных задач. 

Постановка задачи 
Пусть в области െ∞ ൏ ,ݔ ݕ ൏ ∞, ݖ ൒ 0, ݐ ൐ 0  задано волновое уравнение 

	డమ௎

డ௧మ
ൌ డమ௎

డ௫మ
൅ డమ௎

డ௬మ
൅ డమ௎

డ௭మ
െ ,ݔሻܷሺݖሺݍ ,ݕ ,ݖ .ሻݐ (1) 

Обобщенная функция  ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ 0  при ݐ ൏ 0  и  удовлетворяет уравнению  

(1),  начальным данным ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ

	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0, (2) 
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௧ܷ
′ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0, (3) 

и граничному условию           

௭ܷ
′ ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ฬ 	

ݖ ൌ 0
ൌ ሻݐሺߜ ∙ ݂൫ඥݔଶ ൅ ଶ൯ݕ ൌ ሻݐሺߜ ∙ ݂ሺߩሻ.                (4) 

ሻݐሺߜ െ дельта-функция функция Дирака с носителем в точке  ݐ ൌ ሻݐሺߜ ,଴ݐ ൌ
lim௧బ

	
→ା଴ ݐሺߜ െ ଶݔ଴ሻ.      ݂൫ඥݐ		 ൅ ଶ൯ݕ ൌ ݂ሺߩሻ െ неизвестная вещественная,  финитная 

функция, положительно определенная  и  ݊ раз дифференцируемая на интервале  
ሺ0, ሻߝ ∋ ሻߩሺ݂  .ߩ ൌ 0  при   ߩ ൒ -ሻ  удовлетворяет  условиям Дирихле.  Будем счиߩሺ݂  .ߝ
тать, что совокупность функций ݂ሺߩሻ  с указанными свойствами составляет класс  Ф	.   

ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ െобобщенное решение граничной задачи (1)-(4) –принадлежит классу 
ट  [2, с.36].  

По информации о решении прямой задачи в двух фиксированных точках  плоско-

сти  ݖ ൌ 0,  таких, что   ඥሺݔ௝ሻଶ ൅ ሺݕ௝ሻଶ ൌ ݆ 		,௝ߩ ൌ 0,1,    

ܷ൫ݔ௝, ,௝ݕ 0, ൯ݐ ൌ ߮௝ሺݐሻ, ݆ ൌ 0,1, (5) 
требуется  определить  неизвестный  потенциал   ݍሺݖሻ  в  классе  функций   ࡹࡽ

ࢇ    и 

неизвестный источник  ݂ሺߩሻ в классе функций  Ф	.   

Класс   функций   ࡹࡽ
ࢇ   ሾ6, с. 63 െ 64ሿ содержит  все функции ݍሺݖሻ, обладающие 

свойствами: 

1. ሻݖሺݍ ∈ ଵሾ0,∞ሻܥ ∩ ‖ሻݖሺݍ‖ ,ଵሾ0,∞ሻܮ 	௅భሾబ,∞ሻ
				 ൑ .ܯ

2. ௠௜௡ݍ   ሻ имеет абсолютный минимумݖሺݍ
абс.

ൌ ሺܾ∗ሻݍ ൌ ݉ ൏ 0. 

3. При больших значениях  ݕ ൒ ሻ  принимает отрицательные значенияݖሺݍ		∗ܾ

и монотонно стремится к нулю: ݍሺݖሻ ൌ ݋ ቀെ ଵ

௭మ
ቁ , ݖ → ∞.     

4. Последовательность элементов  ݍ௡ሺݖሻ ൌ ൜
,ሻݖሺݍ если		ݖ ∈ ሾ0, ܾ௡ሿ,
0, если			ݖ ∈ ሺܾ௡,∞ሻ

  линейного

нормированного пространства  ܮଵሾ0,∞ሻ  сходится в  ܮଵሾ0,∞ሻ к элементу этого про-
странства  ݍሺݖሻ по норме:  lim௡

	
ሻݖ௡ሺݍ‖∞→ െ ‖ሻݖሺݍ 	௅భሾబ,∞ሻ

				 ൌ 0.     
5. ሻݖሺݍ െцелая функция, такая, что ݍሺ0ሻ ൌ ܣ ൐ 0.

Решение прямой задачи 

Решение  прямой  задачи  проведем методом интегральных преобразований, 
изложенным в  ሾ2, с. 26 െ 34ሿ. 		  К задаче  (1)-(4)  применим   двумерное  преобра-

зование Фурье по переменным ݔ и ݕ.  Введем обозначение 

ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൌ
ଵ

ଶగ
׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ 	ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ .ݕ݀ݔሻ݀ݐ (6) 

Получим  вспомогательную  задачу  в  виде  

	డమௐభ

డ௧మ
ൌ െሺ݌ଶ ൅ ଶሻݏ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൅

డమௐభ

డ௭మ
െ ሻݖሺݍ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  ሻ,          (7)ݐ

ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ
ݐ ൌ ൅0

ൌ 0, (8) 

ሾ ଵܹሿ௧ᇱ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ

	

ݐ ൌ ൅0
ൌ 0, (9) 
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ሾ ଵܹሿ௭′ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ฬ
ݖ ൌ 0

ൌ ଵ

ଶగ
ሻݐሺߜ ׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݀ݕ ൌ ,݌ሺܣሻݐሺߜ  ሻ, (10)ݏ

где   ܣሺ݌, ሻݏ ൌ ଵ

ଶగ
׬ ׬ ݁௜௣௫ା௜௦௬

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ, .ݕ݀ݔሻ݀ݕ (11) 

К задаче (7)-(10) применим преобразование Лапласа по переменной  ݐ 

ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ ׬ ݁ି௥௧
∞

଴ ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ .ݐሻ݀ݐ (12) 
Получим обыкновенное дифференциальное уравнение 

ሺ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ଶሻݎ ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ
డమௐమ

డ௭మ
െ ሻݖሺݍ ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ  ሻ                (13)ݎ

с начальным условием 

         ሾ ଶܹሿ௭′ ሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ฬ
ݖ ൌ 0

ൌ ,݌ሺܣ .ሻݏ (14) 

Задача (13)-(14) сведется к функциональному уравнению, если использовать 
обобщенное  преобразование  Фурье   

ଷܹሺ݌, ,ݏ ,ߣ ሻݎ ൌ ׬ ߮ሺݖ, ሻߣ
∞

଴ ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ      ݖሻ݀ݎ
по  системе  собственных  функций    ߮ሺݖ,  .ሻ  оператора  Штурма-Лиувилляߣ

ଷܹሺ݌, ,ݏ ,ߣ ሻݎ ൌ െ
1

ଶ݌ ൅ ଶݏ ൅ ଶݎ ൅ ߣ
∙ ,݌ሺܣ .ሻݏ

Выполним обратные преобразования. 

ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ ൌ െܣሺ݌, ሻනݏ
1

ଶ݌ ൅ ଶݏ ൅ ଶݎ ൅ ߣ

∞

଴
߮ሺݖ, ሻߣሺߪሻ݀ߣ ൌ 

ൌ ׬ ݁ି௥௧ሼ
∞

଴ െ ,݌ሺܣ ሻݏ ׬ ߮ሺݖ, ሻߣ ଵ

ඥ௣మା௦మାఒሻ
sin൫ݐඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻ൯ߣ ሻሽߣሺߪ݀

∞

଴  (15)     	.ݐ݀

Сравним  различные  виды  изображения  ଶܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݎ െ (12)  и  (15).   По теореме  
Лерха  две  функции,  имеющие  одинаковые преобразования Лапласа,  совпадают для 
всех ݐ ൐ 0, где обе функции непрерывны. Преобразование Лапласа единственно  для  
каждой функции  ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ    ሻ,  имеющей такое преобразование. Поэтомуݐ

ଵܹሺ݌, ,ݏ ,ݖ ሻݐ ൌ െܣሺ݌, ሻනݏ ߮ሺݖ, ሻߣ
sin൫ݐඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻ൯ߣ

ඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻߣ
.ሻߣሺߪ݀

∞

଴
 

Обращение двумерного преобразования Фурье (4)  и использование интегрально-
го представления  (11)  ܣሺ݌,  :ሻ дает решение прямой задачиݏ

ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ െ
1
ߨ2

න න ݁ି௜௣௫ି௜௦௬ܣሺ݌, ሻݏ ൝න ߮ሺݖ, ሻߣ
sin൫ݐ ඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻ൯ߣ

ඥ݌ଶ ൅ ଶݏ ൅ ሻߣ
ሻߣሺߪ݀

∞

଴
ൡ ݏ݀݌݀

∞

ି∞

∞

ି∞
 

ൌ െ
1
ଶߨ4

∙ න ߮ሺݖ, ሻߣ ∙ ሾන න 	
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
݂ሺݔ෤, ෤ሻݕ

ஶ

଴
∙ ሼන ݁௜௣ሺ௫෤ି௫ሻ ∙ ଶ݌଴ሺඥܬߨ ൅ 	ߣ ඥݐଶ െ ሺݕ െ ෤ሻଶሻݕ ∙

ஶ

ିஶ

ଶݐሺߠ െ ሺݕ െ ሻߣሺߪ෤ሿ݀ݕ෤݀ݔሽ݀݌෤ሻଶሻ݀ݕ ൌ െ
1
ଶߨ4

න ߮ሺݖ, ሻߣ ∙ ሾන න 	
∞

ି∞

∞

ି∞
݂ሺݔ෤, ෤ሻݕ

∞

଴
∙ ߨ2

cos൫√ߣ	 ඥݐଶ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ 	෤ሻଶݕ ൯

ඥݐଶ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ 	෤ሻଶݕ
ଶݐሺߠ െ ሺݔ െ ෤ሻଶݔ െ ሺݕ െ  .ሻߣሺߪ෤ሿ݀ݕ෤݀ݔ෤ሻଶሻ݀ݕ

После замены переменных  ݔ െ ෤ݔ ൌ ݕ  ,ܺ െ ෤ݕ ൌ ܻ  запишем решение прямой зада-
чи   ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݔ݂ሺ	 ሻ  в  виде свертки  неизвестного  источникаݐ   ሻ   и фундаментальногоݕ
решения задачи с известным  источником ߜሺݐሻߜሺݔ,  .ሻݕ
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ܷሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ଵ

ଶగ
׬ ߮ሺݖ, ሻߣ ቊ݂ሺݔ, ሻݕ ∗

ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మି௫మି௬మቁ

ඥ௧మି௫మି௬మ
ଶݐሺߠ െ ଶݔ െ ଶሻቋݕ ∙ ሻߣሺߪ݀

∞

଴ ൌ  

ൌ
ଵ

ଶగ
׬ ߮ሺݖ, ׬ሻሾߣ ׬

∞

ି∞
∞

ି∞ ݂ሺݔ െ ܺ, ݕ െ ܻሻ
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మି௑మି௒మቁ

ඥ௧మି௑మି௒మ
∞

଴ ଶݐ൫ߠ െ ܺଶ 	െ ܻଶ൯ܻ݀ܺ݀ሿ݀ߪሺߣሻ.  

Решение обратной задачи. Вывод рекуррентной формулы. Теоремы един-
ственности 

В  плоскости   ݖ ൌ 0  положим  ݔ଴ ൌ 0, ଴ݕ		 ൌ 0  и  ሺݔଵሻଶ ൅ ሺݕଵሻଶ ൌ ሺߩଵሻଶ. 

Рассмотрим решение прямой задачи  (3)-(5) в двух фиксированных точках плос-

кости  ݖ ൌ 0.      ߮௝ሺݐሻ ൌ ܷ൫ݔ௝, ,௝ݕ 0, ൯ݐ ൌ ଵ

ଶగ
∙ ׬ ሻߣሺߪ݀ ׬ ׬ 	݂൫ݔ௝ െ ܺ, ௝ݕ െ

∞

ି∞
∞

ି∞
∞

଴

ܻ൯
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మି௑మି௒మቁ

ඥ௧మି௑మି௒మ
∙ 

ଶݐ൫ߠ        െ ܺଶ െ ܻଶ൯ܻ݀ܺ݀,  ݆ ൌ 0,1. (16) 
Перейдем к полярным координатам по формулам  ݔ ൌ ,ߴݏ݋ܿߩ ݕ ൌ       .ߴ݊݅ݏߩ
Систему интегральных уравнений (16)  запишем в  новых  символах: 

ە
۔

ۓ ߮଴ሺݐሻ ൌ ׬ ሻߣሺߪ݀ ׬
∞

ି∞ ݂ሺߩሻ
ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ ,ߩ݀ߩଶሻߩ

∞

଴

߮ଵሺݐሻ ൌ ׬ ሻߣሺߪ݀ ׬
∞

ି∞ ݂ሺߩ
ଵ െ ሻߩ

ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ .ߩ݀ߩଶሻߩ

∞

଴

         (17) 

К полученной системе применим преобразование Фурье по переменной   ݐ  с па-
раметром  ߙ.  В   преобразованиях,  приведенных  ниже,  используем  известную фор-

мулу  ׬ ݁௜௧ఈ
∞

଴

ୡ୭ୱቀ√ఒඥ௧మିఘమቁ

ඥ௧మିఘమ
ଶݐሺߠ െ ݐଶሻ݀ߩ ൌ ଶߙඥߩ଴ሺܬߙ݊݃݅ݏߨ݅ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ  ;ሻߣ

и формулы,  связывающие сферические и цилиндрические функции3. 

Введем обозначение      Ф଴ሺߙሻ ൌ ׬ ݁௜௧ఈ
∞

଴ ߮଴ሺݐሻ݀ݐ. 

න ݁௜௧ఈ
∞

଴
߮଴ሺݐሻ݀ݐ ൌ න ሻනߣሺߪ݀ 	

∞

଴
ሻሼනߩሺ݂ߩ ݁௜௧ఈ

∞

଴

∞

଴

cos൫	√ߣ	 ඥݐଶ െ 	ଶߩ ൯

ඥݐଶ െ 	ଶߩ
ଶݐሺߠ െ ߩሽ݀ݐଶሻ݀ߩ ൌ 

න ൤
2
ߨ
݀ ߣ√ ൅ ሻ൨නߣଵሺߪ݀ 	

∞

଴
ߩ଴ሺܬߙ݊݃݅ݏߨሻሼ݅ߩሺ݂ߩ ඥߙଶ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣ

∞

଴
ߩ݀ ൌ 

නߙ݊݃݅ݏ2݅
∞

଴
ሻሼනߩሺ݂ߩ ଴ܬ ቀߩඥߙଶ െ 	ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ߣ√ሻ݀ߣ

	
ቅ ߩ݀ ൅

∞

଴
 

ߙ݊݃݅ݏߨ݅ ׬
∞

଴ ׬ሻሼߩሺ݂ߩ ଶߙඥߩ଴൫ܬ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ߩሻൟ݀ߣଵሺߪሻ݀ߣ ൌ
∞

଴   

නߙ݊݃݅ݏ2݅ 	
∞

଴
݂ሺߩሻ sinሺߙ|ߩ|ሻ ߩ݀

൅ නߙ݊݃݅ݏߨ݅ ሻሼනߩሺ݂ߩ	 ଴ܬ ሺߩඥߙଶ െ ߣ
	

ሻ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣଵሺߪሻ݀ߣ .ߩ݀
∞

଴

∞

଴
 

Аналогично  запишем  преобразование  Фурье  второго  уравнения  системы (17).  
Заметим, что для  всех  ߙ ൐ 0 справедливо равенство  ߙ݊݃݅ݏ sinሺߙ|ߩ|ሻ ൌ sinሺߙߩሻ. 

Фଵሺߙሻ ൌ න ݁௜௧ఈ
∞

଴
߮ଵሺݐሻ݀ݐ ൌ 2݅ න 	

∞

଴
݂ሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ 

3 Г.Корн и Т.Корн. Справочник по математике. М.: Наука, 1970.-720с. 
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නߙ݊݃݅ݏߨ݅ 	ଵߩ൫݂ߩ	 െ ൯ሼනߩ ଴ܬ ሺߩඥߙଶ െ ሻߣ ∙ ଶߙሺߠ െ ሻሽߣଵሺߪሻ݀ߣ .ߩ݀
∞

଴

∞

଴
 

Обозначим ядро интегральных уравнений через  ܭሺߩ, -ሻ и выполним замену пеߙ
ременных              √ߙଶ െ ߣ ൌ ,ߥ ଶߙ െ ଶߥ ൌ ߣ݀			,ߣ ൌ െ2ߥ݀ߥ.  Тогда

,ߩሺܭ ሻߙ ൌ െ
1
2
නߙ݊݃݅ݏ ଴ܬ ቀߩඥߙଶ െ ቁߣ

∞

଴

∙ ଶߙሺߠ െ නߙ݊݃݅ݏሻߣଵሺߪሻ݀ߣ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ
′ ሺߙଶ െ .ߥ݀ߥଶሻߥ

ఈ

ିఈ
Решение  обратной  задачи  с  неизвестным  источником  как  функцией расстоя-

ния  сводится  к  решению билинейной системы интегральных уравнений 

൝
Ф଴ሺߙሻ ൌ 2݅ ׬

ஶ
଴ ݂ሺߩሻ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 ׬ ,ߩሺܭሻߩሺ݂ߩ ,ߩሻ݀ߙ

ஶ
଴

Фଵሺߙሻ ൌ 2݅ ׬
ஶ
଴ ݂൫ߩଵ	 െ ൯ߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 ׬

ஶ
଴ 	ଵߩ൫݂ߩ െ ,ߩሺܭ൯ߩ ሻߙ ,ߩ݀

  (18) 

содержащей искомые функции   ݂ሺߩሻ  и  ߪଵ
ᇱሺߙଶ െ -ଶሻ.  Как известно, [7, с.354], по спекߥ

тральной  функции   ߪሺߣሻ ∈ -однозначно восстанав  (ݖ)ݍ   неизвестный   потенциал  ࢇ࣌
ливается в классе функций  ࡹࡽ

ࢇ .  

Класс функций  ࢇ࣌ ሾ6, с. 65ሿ  составляют спектральные функции, для которых 

1. ሻߣሺ	ߪ ൌ lim௡
	
→ஶ .ሻߣሺ	ߪ ሻ в основном, т.е. в точках непрерывностиߣ௡௡ሺߪ

2. ሻߣሺ	ߪ  ሻ имеет видߣሺ	ߪ ൌ ቊ
ଶ

గ
ߣ√ ൅ ,ሻߣଵሺߪ если	ߣ ൒ 0,

0, если		ߣ ൏ 0.
3. ሻߣሺ	ߪ ∈ ߣሺܥ ൒ 0ሻ ∩ ߣଵሺܥ ൐ 0ሻ;  	ߪଵሺݏሻ, ݏ ൌ -монотонно  убывает на ин  	,ߣ√

тервале (0,	∞). 

4. .ሻ  абсолютно непрерывнаݏଵሺߪ

5. ଵߪ
′ ሺߣሻ െцелая функция в  интервале ሾ0,∞ሻ.  ߪଵ

′ ሺ0ሻ ൌ lim௦
	
→଴ା ଵߪ

′ ሺݏሻ ൌ െ ଶ

గ
		.

Отметим свойства ядра ܭሺߩ,  .ሻߙ

1.limఈ
	
→଴ ,ߩሺܭ ሻߙ ൌ limఈ

	
→଴ ߙ݊݃݅ݏ ׬ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ

ᇱሺߙଶ െ ߥ݀ߥଶሻߥ ൌ 0.
ఈ
ିఈ  

2. ,ߩሺܭ .ሻ непрерывно по совокупности аргументовߙ

3. ,ߩሺܭ .ሻ непрерывно дифференцируемоߙ

lim
ఈ
			
→଴

,ߩሺܭ߲ ሻߙ
ߙ߲

ൌ lim
ఈ
	
→଴
නߙ݊݃݅ݏ ଵߪሻߥߩ଴ሺܬ

ᇱᇱሺߙଶ െ ߥ݀ߥߙଶሻ2ߥ
ఈ

ିఈ
൅ ଵߪሻߙߩ଴ሺܬߙ2

ᇱሺ0ሻ ൌ 0, 

lim
ఈ
			
→଴

߲ଶܭሺߩ, ሻߙ

ଶߙ߲
ൌ lim

ఈ
	
→଴
ሼߙ݊݃݅ݏන ଵߪሻሾߥߩ଴ሺܬ

ᇱᇱᇱሺߙଶ െ ሻଶߙଶሻሺ2ߥ ൅ ଵߪ
ᇱᇱሺߙଶ െ ߥ݀ߥଶሻ2ሿߥ ൅

ఈ

ିఈ
 

ሺ2ߙሻଶܬ଴ሺߙߩሻߪଵ
ᇱᇱሺ0ሻ ൅ 2 ቂܬ଴ሺߙߩሻ ൅ ߙ డ௃బሺఘ,ఈሻ

డఈ
ቃ ଵߪ

ᇱሺ0ሻሽ ൌ ଵߪ2
ᇱሺ0ሻ.  

При  дифференцировании  ядра  ܭሺߩ,  и  вычислении  ߙ  ሻ  по  параметруߙ

предельных значений производных четного и нечетного порядка при ߙ → 0, выяв-
ляются закономерности: 
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limఈ
			
→଴

డమ೙షభ௄ሺఘ,ఈሻ

డఈమ೙షభ
ൌ 0,			݊ ൌ 1,2, … , limఈ

			
→଴

డమ೙௄ሺఘ,ఈሻ

డఈమ೙
ൌ   

ሺ2݊ െ 1ሻ‼෍
2௞

ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼
	
߲ଶሺ௡ି௞ሻܬ଴ሺߙߩሻ

ଶሺ௡ି௞ሻߙ߲
ฬ
ߙ ൌ 0

௡ିଵ

௞ୀଵ

ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ൅2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ

ሺ௡ሻሺ0ሻ

ൌ ሺ2݊ െ 1ሻ‼෍ሺെ1ሻ௡ି௞
ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻሿ! ଶሺ௡ି௞ሻߩ

2ଶ௡ିଷ௞ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼ ሺ݊ െ ݇ሻ! Гሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ

௡ିଵ

௞ୀଵ

ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ ൅

൅2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ
ሺ௡ሻሺ0ሻ,  ݊ ൒ 2.

Поскольку ߪଵ
ᇱሺߣሻ  является целой на полупрямой  ߣ ൒ 0,  выведем рекуррентную 

формулу для вычисления коэффициентов ряда Тейлора   ߪଵ
ᇱሺߣሻ ൌ ∑ ଵ

௡!
ஶ
௡ୀ଴ ଵߪ

ሺ௡ାଵሻሺ0ሻߣ௡.

Для этого выразим  ݂ሺߩሻ  из первого уравнения системы (18), предварительно 

умножив его почленно  на  ݅ ଵ

√ଶగ
. 

െ݅
1

ߨ2√
Ф଴ሺߙሻ ൌ ඨ

2
ߨ
න
ஶ

଴
݂ሺߩሻ sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ නߨ2√ ,ߩሺܭሻߩሺ݂ߩ .ߩሻ݀ߙ

ஶ

଴
 

Обращение  синус-преобразования  Фурье  функции   ݂ሺߩሻ  дает представление  
݂ሺߩሻ  в виде 

݂ሺߩሻ ൌ 

െ ௜

గ
׬ Ф଴ሺߙሻsin	ሺߙߩሻ݀ߙ ൅ ׬2 sin	ሺߙߩሻ ׬ ෝ,ߩሺܭොሻߩො݂ሺߩ ߙො݀ߩሻ݀ߙ ൌ െ݅Ф෡଴ሺߩሻ ൅ Ωሺߩሻ,

ஶ
଴

ஶ
଴

ஶ
଴   (19) 

где   Ф෡଴ሺߩሻ ൌ ଵ

గ
׬ Ф଴ሺߙሻ sinሺߙߩሻ ߙ݀ ൌ ଵ

గ
׬ sin	ሺߙߩሻ ׬ ݁௜௧ఈ߮଴ሺݐሻ݀ߙ݀ݐ െ

ஶ
଴

ஶ
଴

ஶ
଴ известная 

функция,    Ωሺߩሻ ൌ Ωൣ௙,ఙభᇲ൧ ൌ ׬2 sin	ሺߙߩሻ ׬ ෝ,ߩሺܭොሻߩො݂ሺߩ ߙො݀ߩሻ݀ߙ െ
ஶ
଴

ஶ
଴ синус-

преобразование билинейной квадратичной формы, содержащей неизвестные  ݂ሺߩሻ  и  
ଵߪ
ᇱሺߣሻ. 

Аналогично  (19)   выразим функцию  

݂ሺߩଵ െ ሻߩ ൌ െ݅Ф෡଴ሺߩଵ െ ሻߩ ൅ Ωሺߩଵ െ ሻߩ (19ᇱ) 

и подставим ее во второе уравнение системы (18). Получим   Фଵሺߙሻ ൌ 

2݅ න 	ሼെ݅Ф෡଴ሺߩଵ െ ሻߩ ൅ Ωሺߩଵ െ ሻሽߩ
ஶ

଴
sinሺߙߩሻ ߩ݀ െ ݅ߨ2 න 	

ஶ

଴
ଵߩ൛െ݅Ф෡଴ሺߩ െ ሻߩ ൅ Ωሺߩଵ െ ሻൟߩ ∙ 

,ߩሺܭ ሻߙ ߩ݀ ൌ 2න Ф෡଴ሺߩଵ െ ሻߩ
ஶ

଴
sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ 2݅ න Ωሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀

ஶ

଴
െ 

 െ2݅ߨ ׬ 	
ஶ
଴ ଵߩ൛െ݅Ф෡଴ሺߩ െ ሻߩ ൅ Ωሺߩଵ െ ,ߩሺܭሻൟߩ ሻߙ ߩ݀ (20) 

Введем обозначение    Ф
଴
ሺߩଵ, ሻߙ ൌ ׬ Ф෡଴ሺߩଵ െ ሻߩ

ஶ
଴ sinሺߙߩሻ -и перепишем  ра  ߩ݀

венство (18)  в виде     െ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻߙ ൌ

׬  Ωሺߩଵ െ ሻߩ sinሺߙߩሻ ߩ݀ ൅ ߨ ׬
ஶ
଴ ଵߩ൛݅Ф෡଴ሺߩ െ ሻߩ െ Ωሺߩଵ െ ,ߩሺܭሻൟߩ ሻߙ .ߩ݀

ஶ
଴    (21) 
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Продифференцируем  по  ߙ  полученное равенство  (21)  2݊  раз  и, положив 

ߙ ൌ 0,   при  ݊ ൌ 1 получим момент квадратичной формы ܯΩ
ሺଵሻ  первого порядка: 

Ωܯ
ሺଵሻ ൌ డ

డఈ
[െ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻ]ߙ

ߙ ൌ 0
ൌ ׬ ߩ

ஶ
௢ Ωሺߩଵ െ  (22)       .ߩሻ݀ߩ

При    ݊ ൌ 2 получим    

ଵߪ
ᇱሺ0ሻ ൌ

ଵ

ଶగ
∙
ങమ

ങഀమ

	
ሾି

೔
మ
Фభሺఈሻା௜Ф

బ
ሺఘభ,ఈሻሿ	ห

		
ఈୀ଴

׬ 	
ಮ
బ ఘ൛௜Ф෡బሺఘభିఘሻିΩሺఘభିఘሻൟௗఘ

    или, с учетом вычисленного момен-

та (22), выразим ߪଵ
ᇱሺ0ሻ через интегральные преобразования заданной информации     

ଵߪ
ᇱሺ0ሻ ൌ

1
ߨ2

∙

߲ଶ

ଶߙ߲ ሾെ
݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

ߙ ൌ 0
׬ 	
ஶ
଴ ଵߩ൛݅Ф෡଴ሺߩ െ ߩሻൟ݀ߩ െܯΩ

ሺଵሻ ൌ 

1
ߨ2

∙

߲ଶ

ଶߙ߲ ሾെ
݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

ߙ ൌ 0

׬
ஶ
଴ ଵߩ൛݅Ф෡଴ሺߩ െ ߩሻൟ݀ߩ െ ߲

ߙ߲ ሾെ
݅
2Ф

ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф
଴
ሺߩଵ, ฬ	ሻሿߙ

ߙ ൌ 0

. 

Производная  (2݊ െ 1) порядка разности известных интегральных преобразований  

информации о решении прямой задачи  ሾെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻሿ, вычисленная приߙ

ߙ ൌ 0, позволяет получить момент квадратичной формы ܯΩ
ሺଶ௡ିଵሻ  (݊ ൌ 1,2, ….) 

Ωܯ
ሺଶ௡ିଵሻ ൌ ׬ ଵߩଶ௡ିଵΩሺߩ െ ሻߩ

ஶ
଴ ߩ݀ ൌ

ሺെ1ሻ௡ାଵ డሺమ೙షభሻ

డఈሺమ೙షభሻ
ቂെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻቃߙ ฬ

	
	

ߙ ൌ 0
.

Производная   порядка  2݊  разности  ሾെ ௜

ଶ
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻሿ  при  нулевомߙ

значении  параметра   ߙ  однозначно  определяет  коэффициенты разложения  

ଵߪ
ሺ௡ାଵሻሺ0ሻ  спектральной функции  ߪଵ

ᇱሺߣሻ в ряд Тейлора.
߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
ሾെ

݅
2
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻሿߙ ൌ නߨ 	

ஶ

଴
ଵߩ൛݅Ф෡଴ሺߩ െ ሻߩ െ Ωሺߩଵ െ ሻൟሾߩ

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
,ߩሺܭ ሻሿߙ  .ߩ݀

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
൤െ

݅
2
Фଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻ൨ߙ ฬ

ߙ ൌ 0
ൌ 

නߨ 	
ஶ

଴
ଵߩ൛݅Ф෡଴ሺߩ െ ሻߩ െ Ωሺߩଵ െ ሻൟሾሺ2݊ߩ െ 1ሻ‼෍ሺെ1ሻ௡ି௞

௡ିଵ

௞ୀଵ

	
ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻሿ!

2ଶ௡ିଷ௞ሾ2ሺ݊ െ ݇ሻ െ 1ሿ‼
∙ 

∙
ଶሺ௡ି௞ሻߩ

ሺ݊ െ ݇ሻ! Гሺ݊ െ ݇ ൅ 1ሻ
ଵߪ
ሺ௞ሻሺ0ሻ ൅ 2ଶ௡ሺ2݊ െ 1ሻ‼ ଵߪ

ሺ௡ሻሺ0ሻሿ݀ߩ, ݊ ൒ 2.

ଵߪ
ሺ௡ሻሺ0ሻ ൌ

߲ሺଶ௡ሻ

ሺଶ௡ሻߙ߲
ቂെ ݅

2Ф
ଵሺߙሻ ൅ ݅Ф

଴
ሺߩଵ, ሻቃߙ ฬ

	

ߙ ൌ 0
2ଶ௡ሺ2݊ߨ െ 1ሻ‼ ׬
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Теорема 1 (единственности). Спектральная функция оператора Штурма-
Лиувилля  ߪሺߣሻ единственна в классе функций ࢇ࣌  и выражается через интегральные 
преобразования заданной информации  (5)  о решении прямой задачи (1)-(4). 

Теорема 2 (единственности).  Неизвестный    потенциал   ݍ(z)  одномерной 
обратной задачи  (1)-(5)  однозначно восстанавливается  в  классе  функций  ࡹࡽ

ࢇ .    

При дифференцировании первого уравнения системы (18) , полагая  ߙ ൌ 0,  полу-
чаем нечетные моменты функции ݂ሺߩሻ:    

௙ܯ
ሺଶ௡ିଵሻ ൌ න ሻߩଶ௡ିଵ݂ሺߩ

ஶ

଴
ߩ݀ ൌ ሺെ1ሻ௡ାଵ ∙

1
2݅
∙
߲ሺଶ௡ିଵሻ

ሺଶ௡ିଵሻߙ߲
ሾФ଴ሺߙሻሿ ฬ

ߙ ൌ 0
,			݊ ൌ 1,2, … . 

Теорема 3 (единственности).   Моменты  ݂ሺߩሻ  единственным  образом  
определяют неизвестный источник  ݂ሺߩሻ ൌ ݂൫ඥݔଶ ൅ -ଶ൯  в граничном условии (4) обݕ
ратной задачи (1)-(5) в классе функций  Ф	. 

Новизна работы заключается в том, что решена новая, ранее не исследованная за-
дача; опробирован метод восстановления источника и потенциала  в специальных клас-
сах функций, впервые примененный в работе [8, с.28-30]; доказаны теоремы един-
ственности. 

Изучены классы функций, которые можно восстановить данным методом. Между 
классами функций  ࡹࡽ

ࢇ  и ࢇ࣌ установлено взаимно однозначное соответствие  [6, с.66]. 

Литература 

1. Лаврентьев М.М., Романов В.Г., Шишатский С.П. Некорректные задачи математиче-
ской физики и анализа. Издательство «Наука», Москва. 1980.-288с. 

2. Лаврентьев М.М., Резницкая К.Г., Яхно В.Г. Одномерные обратные задачи математи-
ческой физики. Новосибирск: Издательство «Наука», Сибирское отделение, 1982. 88с.  

3. Алексеев А.С. Некоторые обратные задачи распространения волн // Известия АН СССР,
сер.геофизическая, 1962. № 11. с. 1514-1531. 

4. Лаврентьев М.М., Резницкая К.Г. Обратная задача с неизвестным источником.- В кн.
Единственность, устойчивость и методы решения обратных и некорректных задач. Новоси-
бирск: ВЦ СО АН СССР, 1980, с.53-63. 

5. Романов В.Г. Некоторые обратные задачи для уравнений гиперболического типа. Но-
восибирск, «Наука». 1972.-164с. 

6. Schabanowa G.I. The study of the inverse Sturm-Liouville problem in the singular case.
Austrian Journal of Technical and Natural Sciences, May-June 2015, -164p.  

7. Гельфанд И.М., Левитан Б.М. Об определении дифференциального уравнения по его
спектральной функции.  Известия АН СССР,  сер. Математическая,1951, т. 15, №4. 

8. Шабанова Г.И. Обратная одномерная задача в линеаризованной и точной постановках.
В сб. III Всесибирский конгресс женщин-математиков. Красноярск. 2004.-215с. 

Return the one-dimensional problem with an unknown source 

Galina  I. Schabanowa, Department of mathematics, senior lecturer, Russia, Siberian Automobile and 
highway Institute  (SibADI) 

Investigated the one-dimensional inverse problem with an unknown source and an unknown variable 
coefficient two known solutions at fixed points in the plane. Inverse problem using the method of inte-
gral transforms is reduced to inverse problem of Sturm-Liouville problem. The uniqueness theorems 
are proved.  

Keywords: integral transforms, operator, bilinear system of integral equations, uniqueness theorems. 




