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Заключение 
Использование алгебраического подхода на основе алгебры кортежей при моделиро-

вании рассуждений позволяет, помимо дедуктивного анализа, применять некоторые моде-
ли правдоподобных рассуждений, не нарушая при этом законы классической логики. 

В настоящее время ведутся исследования в области применения алгебры корте-
жей для моделирования и анализа неопределённостей в рассуждениях. 
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В статье рассмотреновлияния шкалы на результаты многокритериального выбора в 
методологии AHP (AnalyticHierarchyProcess) Томаса Саати. Рассматриваются вопросы пере-
хода к различным шкалам при решении прямой и обратной задач Саати. Исследуются резуль-
таты таких переходов на примере решения задачи проверки классификации. 
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Analytic Hierarchy Process (AHP, в русскоязычной литературе названный Методом 
Анализа Иерархий – МАИ [1]) был предложен американским математиком Томасом 
Саати в начале 1970х годов для анализа политических ситуаций, в которых невозможно 
использовать математическое описание проблем выбора решения [1] [2]. 

МАИ активно используется на практике. Является основ-
ным методом решения многих задач многокритериального вы-
бора, основывающимся на попарном сравнении. Около ста ки-
тайских университетов предлагают курсы по основам МАИ, и 
многие соискатели научных степеней выбирают МАИ в качест-
ве объекта научных и диссертационных исследований. Опубли-
ковано более 900 научных статей по данной тематике [3]. Пе-
риодически проводится Международный симпозиум, посвя-
щенный МАИ (International Symposium on Analytic Hierarchy 
Process, ISAHP), на котором встречаются как учёные, так и 
практики, работающие с МАИ. Последний симпозиум проходил 

в 2013 году в Куала-Лумпур, Малазия. Следующий запланирован на июнь 2014 года в 
Вашингтон, США [3]. 

Существует ряд пакетов программного обеспечения реа-
лизующего AHP. Среди них можно выделить наиболее попу-
лярные – Super Decisions, Expert Choice, MPRIORITY, Импера-
тор [4]. 

С другой стороны метод подвергается критике, в частно-
сти в статьях [5] и [6] под сомнения ставится корректность 
AHP и обозначается актуальность исследования и модерниза-
ции метода. Статья [5] указывает на проблему метода, заклю-
чающуюся в том, что удалив из задачи хотя бы один объект 
сравнения, мы можем изменить итоговый порядок ранжирова-
ния объектов. В статье [6] приводится контрпример и показы-
вается, что в методе для оценивания степени предпочтений альтернатив ошибочно ис-
пользуются шкалы отношений, не связанные друг с другом и приоритетами критериев. 

В предыдущих работах авторов [4, 7-8] кроме метода AHP, описанного Саати для 
решения прямой (классической) задачи (нахождение весов объектов исходя из весов 
критериев и данных о попарном сравнении объектов по каждому критерию), рассмат-
ривался и метод  решения, так называемой, обратной задачи Саати – задачи нахожде-
ния весов критериев исходя из весов объектов и данных о их попарном сравнении от-
носительно каждого критерия. Данная работа ставит целью исследование влияния шкал 
на результаты решения прямой (классический метод AHP) и обратной задач Саати. 

Решение задачи многокритериального выбора в рамках методологии AHP Саати 
основывается на построении иерархии взаимодействия объект-критерий. Отправными 
данными для решения задачи AHP являются множество объектов ߓ ൌ ሼ߭ଵ, ߭ଶ, … , ߭௡ሽ, 
множество критериев (признаков) ߀ ൌ ሼߚଵ, ,ଶߚ … ,  ௠ሽ, представленных в некоторойߚ
таблице «объект-критерий», а также множества предпочтений («весов») критериев и 
множества оценок объектов относительно каждого критерия ߱௜ ൌ ሼ߱௜ଵ, ߱௜ଶ, … , ߱௜௡ሽ, где 
݅ ൌ 1 … ݉ [1-2]. Эти множества  могут быть получены либо путем прямых вычислений 
(в случае наличия данных измеренных по шкале равных отношений), либо путем экс-
пертных оценок (в случае измеренных данных по порядковой шкале), с наложением 
определённых требований на оценки. 

В работах [4, 7-8], исследовались прямая и обратная задача многокритериального 
выбора в рамках методологии AHP (прямая и обратная задача Саати). В частности, был 
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предложен метод решения обратной задачи Саати с помощью решения матричного 
уравнения: 

܄ ൌ  ,܃ଵିۯ
где ܄ – вектор весов критериев, ۯ – матрица из доминирующих собственных векторов 

матриц попарного сравнения объектов, ܃ – вектор весов объектов [1, 2, 4, 7]. 

В рамках апробации разработанного метода было решено несколько задач, из ко-
торых наибольший интерес вызывает задача об определении доминирующих показате-
лей, влияющих на детское ожирение с последующим ранжированием детей на основе 
полученных весов критериев [4, 7]. Решение этой задачи выявило ряд неоднозначных 
мест алгоритма. Наиболее важные из них – появление отрицательных весов критериев 
при решении обратной задачи Саати и использование исходных показателей объектов 
по критериям, лежащих на безразмерной порядковой шкале. В данной работе основное 
внимание уделяется второй проблеме. 

Рассматриваемая задача состояла в выявлении влияния ряда медицинских показа-
телей (72 критерия) на степень детского ожирения на примере 265 обследованных де-
тей, разделённых на 4 группы (группа N – дети с нормальными показателями, группа I 
– дети с 1 степенью ожирения, группа II – дети с 2 степенью ожирения, группа III – 
группа с 3 степенью). Исходные данные были предоставлены Красноярским государст-
венным медицинским университетом имени профессора В. Ф. Войно-Ясенецкого (ав-
тор исследования Т.А.Костарева). Сопутствующее исследование состояло в проверке 
корректности распределения детей по группам с помощью AHP [4, 7]. 

Для решения задачи были предприняты следующие шаги: 
1. Подготовлена усреднённая таблица для групп детей разной степени ожирения 

(с отличающимися весами групп). Для этого была составлена таблица ܀ объект-
критерий, где в качестве объектов выступали группы детей (4 объекта). В качестве ус-
редненных числовых показателей ߮௜௞ по каждому из 72 критериев ߚ௜ для каждой из 4-х 
групп было использовано среднее арифметическое значение߱௜௝ по всем входящим в -
ую группу детям. 

߮௜௞ ൌ
∑ ఠ೔ೕ

మలఱ
ೕసభ

ଶ଺ହ
, где ݇ – номер группы. 

2. Решая обратную задачу, по таблице ܀ и известным весам объектов (индекс 
ожирения группы) был найден вектор весов критериев ܄. В качестве проверки полу-
ченного результата была решена прямая задача Саати для этих же критериев и объек-
тов. Веса объектов совпали с исходными данными. 

3. Проверена правильность исходного отнесения детей к группам ожирения. Для 
этого все четыре исходные таблицы соответствующие группам детей, страдающими 
ожирением разной тяжести, были объединены в одну. На основе полученной таблице 
размера 265 на 72 и вектора ܄ была решена прямая задача Саати по нахождению весов 
объектов соответствующих каждому ребенку.  

4. Проведено сравнение полученной классификации детей с исходными данными. 
Основная проблема была связана с тем, что показатели объектов по разным кри-

териям принадлежали различным диапазонам значений. Отсюда их прямое использова-
ние в задаче не является корректным. Так по ряду критериев диапазоны их значений 
были не очень велики (от 1 до 2), в то время как по другим критериям разброс их зна-
чений был достаточно велик (от 500 до 1500). При этом для первых разница в значении 
критерия на 0,1 могла быть важнее, чем разница на 100 для вторых. Такие различия мо-
гут повлечь значительные искажения при использовании AHP (в частности, это по-
влияет на построение матриц попарного сравнения и последующего построения матри-
цы [2-1] ۯ). 

В качестве критерия качества решения задачи примем адекватность размещения 
объектов по группам при повторном ранжировании, а так же дисперсию весов D внутри 
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каждой из групп. Адекватность размещения характеризуется соответствием расстояний 
между центроидами группС и невозможностью перенести объект в другую группу или 
выделить новую группу объектов (исходя из поученных весов). 

При решении задачи с использованием исходных значений  критериев по объек-
там, в условиях их измерения по шкале отношений, было получено ранжирование объ-
ектов [4], представленное в виде неко-
торой диаграммы, отражающей распре-
деление совокупности точек на плоско-
сти, см. рис. 1. 

На этом рисунке (и на последую-
щих) по вертикали отображается вес 
объекта ݑ௝, а по горизонтали его поряд-
ковый номер ݆ согласно исходным дан-
ным. 

Жирными вертикальными линия-
ми обозначены границы групп, на ко-
торые изначально были разбиты объекты (дети в соответствии со степенью ожирения). 

Красными точками обозначены центроиды групп. 
Из рисунка видно, что вес объектов в одной группе колеблется в достаточно 

больших пределах и для некоторых объектов их вес более характерен для другой груп-
пы. Если объекты группы N чётко выделяются на диаграмме, то границы между груп-
пами I и II видны уже хуже. Выделить группу III ещё сложнее. 

В табл. 1 указаны значения центроидов и дисперсий для каждой группы.  

Из таблицы видно, что значение центроидов находится на разных расстояниях 
между собой, что, наряду с высокой дисперсией у группы N  и группы III, обуславлива-
ет частую возможность переноса объекта в другую группу – 21 % объектов могут быть 
перенесены в другую группу. Так же странной кажется высокая дисперсия в группе N – 

группе объектами, показатели которых близкими 
к медицинским нормам. 

Альтернативой использованию значений, 
полученных при измерении шкале отношений, 
является перевод их в ограниченную порядковую 
шкалу ܱ݀ݎ௟, где индекс iопределяет количество 

допустимых значений шкалы порядка. Такое преобразование позволит избежать оши-
бок, вызванных разницей в плотности значений по разным критерием. 

 Для начала будем использовать порядковую шкалу со значениями от 1 до 9 (да-
лее ܱ݀ݎଽ). Этой шкалой чаще всего предлагает пользоваться Т. Саати в своих работах 
[1,2], а так же ею пользуются его ближайшие коллеги [9]. Шкалы, начинающиеся с 0, 
использовать нельзя, так как это делает невозможным последующее попарное сравне-
ние. 

Метод приведения значений к шкале ܱ݀ݎଽ состоит в следующем. По каждому 
критериюߚ௜исходя из исходных данных группы N строится область R୧ – область, в ко-
торую попадают все значения группы N по критерию ߚ௜. Предпочтительным является 
выбор области R୧ экспертами, как области предпочтительных значений по критерию ߚ௜. 

Значение ݏ௜௝ в шале ܱ݀ݎଽ ищется следующим образом: 

௜௝ݏ ൌ ݈ െ ඌ݈ หఠ೔ೕି௥೔ห
|௠௔௫೔ି௥೔|ඐ, если ݉ܽݔ௜ ൌ ߱௜௝, то ݏ௜௝ ൌ ݈, 

где ݈ – максимальное значение в выбранной шкале (в нашем случае 9), ߱௜௝ – исходное 
значение показателя объекта ௝߭ по критерию ߚ௜, ݎ௜ – центр области R୧, ݉ܽݔ௜  – максимально уда-
ленное отݎ௜ значение из ߱௜ ൌ ሼ߱௜ଵ, ߱௜ଶ, … , ߱௜௡ሽ, операция ہ  .округление с низу – ۂ

 

 
Рис. 1

Таблица 1 
Группа Центроид Дисперсия 
Группа N 0.5225 0.0054 
Группа I 0.2841 0.0027 
Группа II 0.202 0.0018 
Группа III 0.1477 0.0037 
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Ранжирование весов, полученное 
при решении задачи с помощью данного 
метода перехода к ограниченной шкале 
порядка, представлено на рис. 2. 

Значения дисперсий и центроидов 
для различных групп полученных при 
использовании шкалы ܱ݀ݎଽ представле-
ны в табл. 2. 

Из полученных данных видно, что 
использование значений приведенных к  
ограниченной шкале дает более пред-

почтительный результат классификации. Во-первых, снизились дисперсии для всех 
групп кроме группы II – для нее дисперсия увеличилась, но не значительно. 

Центроиды групп I, II и III теперь расположены на приблизительно равном рас-
стоянии (приблизительно около 0.1), а центроид группы N удалён на большее расстоя-
ние, что вместе со снижением дисперсий улучши-
ло чёткость размещения объектов по группам. При 
использовании шкалы от 1 до 9 только 12 % объ-
ектов имеют тенденцию к перенесению в другую 
группу. Улучшить данный подход возможно было 
бы путем использования заданных экспертами 
нормальных областей R୧. 

Однако для данной задачи мы ими не располагаем. 
Можно высказать предположение, что повлиять на адекватность размещения объ-

ектов по группам возможно и изменением порядковой шкалы (в частности, изменением 
числа ее значений). Для проверки этого предположения построим диаграммы распре-
деления весов, используя шкалу ܱ݀ݎଵ଼ (шаг шкалы станет в два раза меньше) и ܱ݀ݎହ 
(шаг шкалы станет больше почти в два раза). Распределение весов для ܱ݀ݎଵ଼ представ-
лено на рис. 3, для ܱ݀ݎହна рис. 4. 

Распределение на рис. 3 слабо отличается от распределения на рис. 2. В табл. 3 
указаны значения дисперсий и центроидов для ܱ݀ݎଵ଼. 
 

Рис. 3 Рис. 4 
Значения дисперсий для первых двух групп отличается не более чем на 0.0002. Дис-

персия группы III уменьшилась на 0.0007, однако центроиды стали располагаться ближе 
друг к другу, что стало причиной увеличения процента объектов возможных для переноса 
до 14 %.Из этого можно сделать вывод, что увеличивать шкалу не имеет смысла. 

 
Рис. 2 

Таблица 2 
Группа Центроид Дисперсия 
Группа N 0.57 0.0017 
Группа I 0.4402 0.0015 
Группа II 0.3433 0.0022 
Группа III 0.2408 0.0039 
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Таблица 3 Таблица 4
Группа Центроид Дисперсия Группа Центроид Дисперсия 
Группа N 0.5431 0.0017 Группа N 0.6112 0.0023 
Группа I 0.4144 0.0013 Группа I 0.4663 0.0028 
Группа II 0.3412 0.0023 Группа II 0.3455 0.0035 
Группа III 0.2709 0.0032 Группа III 0.2460 0.004 

 

Диаграмма на рис. 4уже значительнее отличается от диаграммы на рис. 2. В табл. 
4 указаны значения дисперсий и центроидов для ܱ݀ݎହ. 

Значительное увеличение дисперсии по всем группам значительно адекватность 
размещения объектов по группам. При этом для ܱ݀ݎହ 19,5 % объектов могут быть пе-
ренесены в другие группы. 

Для выяснения вопроса о связи отрицательных весов критериев, которые появля-
ются при обращении (или псевдообращении Мура-Пенроуза) [10], переходной матрицы 
(квадратной или прямоугольной) и размерностью порядковой шкалы был рассмотрен 
переход к значению ݒݏ௜ на ограниченной порядковой шкале для критерия ߚ௜ по сле-
дующему алгоритму: 

௜ݒݏ ൌ ݈ െ ݈ ቔ ௩೔ି௠௜௡೔
௠௔௫೔ି௠௜௡೔

ቕ, если ݉ܽݔ௜ ൌ ௜ݒݏ ௜, тоݒ ൌ ݈, 
где ݈ – максимальное значение в выбранной шкале (в нашем случае 9), ݒ௜ – вес критерия 

௜ݔܽ݉ ௜, ݉݅݊௜ иߚ  – минимальный и максимальный вес критерия из множества ߀ ൌ
ሼߚଵ, ,ଶߚ … , ہ ௠ሽ, операцияߚ  .округление с низу – ۂ

Для проверки использовалась шкала ܱ݀ݎଽ. Полученное ранжирование, показанное 
на рис. 5, показывает несостоятельность такого предположения. 

На диаграмме отсутствует ка-
кое-либо распределение по группам 
и по сравнению с предыдущими ре-
зультатами полностью изменено 
ранжирование объектов. При ис-
пользовании других шкал (ܱ݀ݎଵ଼ и 
-ହ) результат получился похо݀ݎܱ
жий. Таким образом, нельзя интер-
претировать отрицательные веса 
критериев, полученные при реше-
нии обратной задачи Саати, с помо-
щью перевода их в какую-либо ог-

раниченную порядковую шкалу. 
В результате проведённого исследования можно заключить, что при решении как 

прямой, так и обратной задачи Саати с помощью AHP следует переводить исходные 
значения показателей объектов по критериям, измеренные по шкале отношений, в зна-
чения представленные некоторой ограниченной шкалой порядка. Большое увеличение 
шкалы не способно сильно улучшить результат, в то время как большое уменьшение 
способно его ухудшить. Перевод отрицательных весов критериев в шкалированые зна-
чения не является корректным в случае их дальнейшего использования для решения 
других задач. Появление и интерпретация отрицательных весов критериев при решении 
обратной задачи Саати связано с вычислением обратной (псевдообратной) матрицы 
собственных значений и требует дальнейшего исследования. 

Кроме этого, как показали численные эксперименты, изменение размерности 
шкалы способно увеличить дисперсию или сместить центроиды  групп, а также, хотя и 
незначительно, изменить порядок объектов отсортированных по весу. Все эти замеча-

Рис. 5 
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ния, вместе с недостатками, отмеченными в работах [5] и [6], дают основание для вни-
мательного и критического отношения к методу AHP при решении практических задач, 
дальнейшего изучению этого метода  и его модернизации. 
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