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Рассмотрена задача разработки полигонов управления в крупномасштабных сетевых 

структурах, обеспечивающая равномерное распределение нагрузки на управляющие центры 
полигонов. Описаны алгоритмы решения задачи на основе редукции сети с помощью техники 
преобразования симметричных матриц в матрицы меньшей размерности. Представлена гео-
метрическая интерпретация процедуры формирования полигонов. 
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Цель работы и суть обсуждаемой проблемы. Организация деятельности круп-

номасштабных сетевых структур (железнодорожных и автомобильных перевозок, элек-
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тросетей, информационных сетей, логистических структур и др.) сталкивается, ввиду 
их сложности, с необходимостью децентрализации управления, т.е. разбиением сети на 
полигоны управления. Для решения задач формирования таких полигонов требуется 
определить критерии эффективности и ограничения, а также разработать соответству-
ющие алгоритмы разбиения сети. 

 Задача разбиения крупномасштабной сети (в том числе, железнодорожной сети) 
на полигоны управления была рассмотрена в работах [1–6]. В [2, 3] было введено поня-
тие сложности управления и сформулирован принцип равносложности управления, на 
основе которого было предложено проводить разбиение сети на полигоны с минималь-
ными различиями в сложности управления. 

В [5] предложены методы формирования оценок сложности полигонов в виде 
комплексной мультипликативно-аддитивной свертки технико-экономических показате-
лей элементов рассматриваемой системы.  

В [1–3, 6] предложены методы и алгоритмы разбиения на полигоны. В этих мето-
дах и алгоритмах используется т.н. процедура редукции сети, предложенная в работах 
[2, 3]. Последовательное применение этой процедуры приводит к «сжатию» сети до 

графа с числом вершин, равным заданному числу полигонов, с 
ребрами нулевой длины (сложности) между вершинами. Предло-
женные алгоритмы позволяют находить локально-оптимальные 
решения задачи разбиения сети на полигоны.  

В [6] было показано, что реализация принципа равнослож-
ности управления является частным случаем решения задачи оп-
тимального разбиения сети с точки зрения минимизации затрат 
на управление. 

В данной статье приводится матричное представление про-
цедур последовательной редукции сети и геометрическая интер-
претация реализации принципа равносложности управления.  

Математическая модель и процедура последовательной редукции сети. Пусть 
задана сеть S, состоящая из n вершин, в число которых входит N выделенных вершин 
(N<n), являющихся центрами заданного числа N полигонов. Обозначим lij показатель 
сложности ребра (i,j) в данной сети (пример формул для расчета сложности дуг и вер-
шин описан в [5]). Отметим, что lij= lji. Сложность i-й вершины (i=1,…,n) определяется 

как wi=lii. Обозначим 
nijlL 0 исходную матрицу дуг и вершин рассматриваемой сети. 

Заметим, что эта матрица симметрична, имеет размерность n, а ее элементы принимают 
неотрицательные значения. В случае, если в рассматриваемой сети i-я вершина не со-

единена с j -й вершиной ребром, до-
полним сеть ребром (i,j) нулевой слож-
ности, т.е. lij= lji=0. Предположим, что 
выделенные вершины не соединены 
ребрами ненулевой длины. 

Формирование полигонов пред-
ставим как последовательное отнесе-
ние ребер и вершин к той или иной вы-
бранной вершине, являющейся цен-
тром полигона, и формирования новой 
сети с меньшим числом вершин на од-

ну единицу (сжатие сети). При этом происходит преобразование матрицы L0 в матрицу 

1

11




n
ijlL размерности n-1 на первом шаге, а на втором шаге в 

2

22




n
ijlL размерности n-

2 и так далее, пока не получим матрицу 
N

Nn
ij

Nn lL   размерности N на (n-N)-м шаге.  

Это преобразование называется редукцией сети [2, 3]. В настоящей работе, в отличие 
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от процедуры редукции, описанной в [2, 3], на шаге редукции вместо допустимого при-
соединения нескольких смежных вершин и ребер допускается присоединение только 
одной вершины и, возможно, нескольких ребер, инцидентных присоединяемой вер-
шине.  

Рассмотрим первый шаг редукции. Пусть к выделенной вершине с номером i (i≤ 
N) присоединяется невыделенная вершина с номером j= j1 (j> N), соединенная с ребром 
(i,j), причем lij>0. Тогда преобразование сложностей вершин и ребер сети будет опре-
деляться следующими соотношениями jkijjii llwww 1 ,  01 jkl , где k – номер невы-

деленной вершины такой, что lik>0. Аналогично первому шагу осуществляются следу-
ющие шаги редукции. Формулы пересчета сложностей на m-том шаге имеют вид 

m
jk

m
ij

m
j

m
i

m
i llwww 1 , 01 m

jkl , где m=1, …., n-N.  

Отметим, что формулы редукции отражают линейное преобразование матрицы 

mn

m
ij

m lL


  в матрицу 
1

11


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mn
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m lL . Таким образом, m-тый шаг редукции можно пред-

ставить в виде преобразования Tmmmm BLBL 1 , где mB – матрица преобразования на m-

том шаге размернности n-m на n-m-1, mTB – ее транспонированная матрица. Рассматри-
ваемое преобразование [7] переводит симметричную матрицу 

mn

m
ij

m lL
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 в симметрич-

ную матрицу 
1
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m lL , в которой отсутствует j-е строка и столбец в исходной ну-

мерации строк и столбцов, j = jm. 
Таким образом, в результате выполнения всей последовательности описанных 

шагов можно записать конечную редукцию исходной матрицы L0 в Ln-N в виде 
TNn BLBL 0 , где 11...BBBB NnNn   и 

TNnTNnT BBBB
T 11 ... . В результате по по-

строению получаем диагональную матрицу Ln-N , причем величины, стоящие на диаго-
нали, задают значения показателей сложности управления построенных полигонов 

Nn
ii ww * , где i=1,…,n. Описанная процедура редукции может быть использована в ал-

горитмах локально-оптимального разбиения, основанных на направленном выборе ва-
риантов: алгоритме ближайшего центра, алгоритме ближайшей границы, алгоритме 
выравнивания порядка редукции [2, 3, 6]. 

Формирование равносложных полигонов управления. Сформулированный в 
[2, 3, 6] принцип равносложности полигонов управления определяется выражением  

N

NN

g
i

NiGg
w

 1
maxmin , где Ng   обозначает разбиение сети на N полигонов, NG обозначает мно-

жество допустимых разбиений, а 
Ng

iw – сложность i-го полигона в данном разбиении. 

Это соответствует получению при выборе разбиения наименьшего различия величин 
диагональных элементов Nn

iw  матрицы Ln-N . 

Этот вывод допускает следующую геометрическую интерпретацию. Как известно 
[7], симметричным матрицам  L0,…, Ln-N соответствуют квадратичные формы. Посколь-
ку элементы матриц неотрицательны, эти формы определяют эллипсоиды в простран-
ствах соответствующей размерности. Преобразование редукции на каждом шаге пред-
ставляет собой проекцию этого эллипсоида в пространство, имеющего размерность, 
меньшую на единицу. В конечном итоге последовательность таких проекций формиру-
ет эллипсоид в пространстве размерности N. Эллипсоид в пространстве размерности N 
имеет каноническую форму. При такой интерпретации задача равносложности заклю-
чается в выборе таких преобразований, которые формируют этот эллипсоид макси-
мально приближенным к шару. 

Авторы считают, что в данной работе новыми являются следующие положе-
ния и результаты: 
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  представлена процедура редукции сети, используемая в алгоритмах формирования 
полигонов управления в крупномасштабных сетевых структурах в матричной форме в виде по-
следовательности преобразования симметричных матриц с уменьшением их размерности и 
приведения их в диагональную форму; 

  дана геометрическая интерпретация обеспечения принципа равносложности управле-
ния полигонами на основе представления квадратичных форм.  

Полученные результаты могут быть использованы для разработки эффективных 
алгоритмов решения задачи оптимального разбиения сетевых структур на полигоны 
управления. 
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