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Эта статья продолжает рассмотрение вопросов, связанных с моделированием, классификацией и стан-
дартизацией комбинаторных последовательностей. Для этого используются T-модели и T-диаграммы. 
T-модель является последовательностью таблиц специального вида, составленных из целых положи-
тельных чисел. Она получается с помощью простого алгоритма, а ей легко ставится в соответствие 
комбинаторная последовательность. В ряде случаев по T-модели можно построить T-диаграмму. Она 
является диаграммой Хассе частично упорядоченного множества, просто связанного с T-моделью. Для 
T-диаграммы вводятся две двухиндексные последовательности, тесно связанные с соответствующей 
комбинаторной последовательностью. Это дает возможность исследования многих как одноиндексных, 
так и двухиндексных последовательностей. В данной работе с помощью некоторых преобразований 
комбинаторных последовательностей вводятся классы T-моделей. Эти классы в ряде случаев упрощают 
методы моделирования и классификации комбинаторных последовательностей. Рассмотрена задача 
применения таких классов T-моделей для получения новых комбинаторных результатов.
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Введение

Целочисленные последовательности естественно возникают при рассмотрении многих задач ин-
форматики, математической статистики и ряда других прикладных дисциплин. Получение таких 

последовательностей и исследование их свойств базируется на использовании мощных методов пере-
числительной комбинаторики, которая является бурно развивающейся областью прикладной математики.

В настоящее время эта область оказывает существенное воздействие на преобразование и разви-
тие многих классических разделов математики, что прекрасно прослеживается по основополагающим 
работам Ричарда Стенли [7; 8], а ее роль в информатике можно легко оценить по замечательной моно-
графии Дональда Кнута [5] и другим его многочисленным работам.

Для описания и классификации огромного числа целочисленных последовательностей, возника-
ющих в различных приложениях, Нилом Слоуном была создана уникальная “The on-line encyclopedia 
of integer sequences” (OEIS) [11]. Объем этой энциклопедии постоянно возрастает, и она уже содержит 
более 330 000 статей по целочисленным последовательностям, встречающимся в комбинаторике, тео-
рии графов и т.д.

Каждая статья OEIS нумеруется буквой A с шестизначным цифровым кодом и содержит, кроме 
ссылок на источники, также основные формулы, включающие рекуррентные соотношения, произво-
дящие функции и т.п.

Подавляющая часть статей в OEIS посвящена описанию возрастающих последовательностей це-
лых положительных чисел, которые удобно называть комбинаторными последовательностями [3].

Ряд комбинаторных последовательностей из OEIS может быть связан между собой специальны-
ми преобразованиями, описанию и исследованию которых посвящена многочисленная литература, на-
пример, [9].

Эти преобразования позволяют получать из известных новые комбинаторные последовательно-
сти, изучать их свойства, а также упростить классификацию и систематизацию комбинаторных после-
довательностей.

Для моделирования, классификации и стандартизации комбинаторных последовательностей в [2; 
3] были успешно использованы их T-модели, являющиеся последовательностями специального вида 
таблиц целых положительных чисел. Этому значительно способствовала простота построения с помо-
щью T-модели комбинаторной последовательности некоторых связанных с ней двухиндексных после-
довательностей, которые также обычно встречаются в OEIS.

С помощью применения некоторых преобразований комбинаторных последовательностей мож-
но построить определенные классы T-моделей, что приводит к упрощению классификации и стандар-
тизации ряда комбинаторных последовательностей, а также получению новых их свойств.

Постановка задачи
Целочисленную последовательность 1 2{ , ,...}a a a=  также можно задавать с помощью описания 

ее общего члена na , где индекс {1,2,...}n∈ =N . Выбор в a  начального значения индекса, равного 
единице, позволяет рассматривать и тривиальное продолжение этой последовательности 0 1 2{ , , ,...}a a a .

Обычная ( )F u и экспоненциальная ( )G u производящие функции последовательности 
1 2{ , ,...}a a a= записываются выражениями [4; 7; 8]
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Эти производящие функции как формальные ряды могут быть связаны интегральным преобра-
зованием Лапласа ( )1 1{ ( ), } ,L G u z z F z− −= свойства которого и подробные таблицы для нахождения 
прямого и обратного преобразования Лапласа можно найти в [1].

Биномиальное преобразование B  последовательности 1 2{ , ,...}a a a=  в последовательность 
1 2{ , ,...}b b b= , иначе b Ba= , задается соотношением [9]
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 итерирование которого m∈N  раз дает последовательность ( ) (1)( )mb B a B B= = , члены которой вы-
числяются по формуле [12]
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Очевидно, что при 0m =  соотношение (1) дает последовательность .b a=
Особенно просто преобразование ( )mb B a=  описывается с помощью экспоненциальных про-

изводящих функций последовательностей a  и b : если a  отвечает ( )G u , то b  имеет производящую 
функцию ( )mue G u  [9; 12].

Еще одно важное преобразование последовательности 1 2{ , ,...}a a a=  можно получить на основе 
рассмотрения определителей Ганкеля [10; 12]
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которые находят многочисленные применения в различных разделах современной математики и ее 
приложений. Даже для последовательности a  целых положительных чисел определители ( )m

nH  могут 
принимать также целые неположительные значения.

Определение 1. Преобразованием Ганкеля последовательности a  называется последователь-
ность (1)

nH  при n∈N .
Преобразование Ганкеля H  определения 1 дает последовательность b H a= , а его свойства и 

применения рассматриваются в работах [10; 12].
Далее в основном будут рассматриваться только комбинаторные последовательности 
1 2{ , ,...}a a a= , для которых 1 2 ...a a< < и 1 1a = . Тривиальное их продолжение достигается добавле-

нием 0 1a = , а применение к a  и ее продолжению ( )mB  при m∈N  приводит к различным результатам.
Ряд комбинаторных последовательностей можно задавать и исследовать с помощью специаль-

ных комбинаторных конфигураций – T-моделей [2; 3].
Определение 2. T-модель комбинаторной последовательности a  – это тройка 

1( , , )S Tθ  с ал-
фавитом S ⊆ N , дискретным многозначным отображением 

1 2: ... ss j j jθ → , где 1, ,..., ss j j S∈  и 

1 21 ... sj j j≤ ≤ ≤ ≤ , а также начальной таблицей 1 2( )T a= , причем θ  отображает каждый элемент 

ns T∈  в неубывающую последовательность (строку) 1 2 ... sj j j  длины ( )s sθ =  следующей таблицы 

1nT +
, которая находится рекурсивно по формуле 1 ( ), .n nT T n+ = θ ∈N

Так как веса (число элементов) таблиц nT при n∈N  определяют некоторую комбинаторную 
последовательность a , то T-модели отвечает эта последовательность, но заданной a  обычно соответ-
ствует много T-моделей.

Каждой таблице nT  T-модели определения 2 сопоставляется ее производящий многочлен 

n

s
s T

t
∈∑  или его модификация ( )nU t , полученная с помощью преобразований, сохраняющих его зна-

чение при 1t = , например, умножение на степень t  или замена t  некоторой ее степенью [2; 3].
Поэтому каждой T-модели отвечает комбинаторная последовательность (1)n nU T=  при n∈N , а 

нахождение соотношений между многочленами ( )nU t  часто позволяет легко исследовать свойства этой 
последовательности.

Таким образом, при задании T-модели тройкой 1( , , )S Tθ , которой соответствует комбинаторная 
последовательность a , возникает естественная задача нахождения новой T-модели * * *

1( , , )S Tθ , кото-
рой отвечает другая комбинаторная последовательность b , а последовательности b  и a  связаны не-
которым преобразованием. Решение этой задачи рассмотрим для некоторых простых преобразований 
комбинаторных последовательностей.
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Степенное преобразование D и классы T-моделей

Элементарное преобразование комбинаторной последовательности 1 2{ , ,...}a a a=  вида 
( )rb D a= , задаваемое при ,r n∈N  соотношением 1n

n nb r a−= , назовем степенным преобразованием 
D  с параметром r . В частности, результат такого преобразования последовательности чисел Каталана

21
1

n
nn

 
 +    при n∈N  [11, A000108] рассматривается в [11, A003645] при 2r = .

Теорема 1. Пусть T-модели 
1( , , )S Tθ  определения 2 соответствует комбинаторная по-

следовательность 1 2{ , ,...}a a a= . Тогда T-модели * * *
1( , , )S Tθ , в которой *rs S∈ , если s S∈ , 

*
1 2: ( ) ( ) ...( )r r r

srs r j r j r jθ →  и *
1 2( )T ra= , отвечает последовательность ( )rb D a=  при r∈N , а 

тройка * * *
1( , , )S Tθ  определяет однопараметрический класс T-моделей.

Доказательство. Результат теоремы 1 непосредственно следует из определения 1, построения 
производящих многочленов для рассматриваемых T-моделей и задания степенного преобразования D  
с параметром r .

Если отображение 1 2: ... ss j j jθ → , играющее существенную роль в определении 2, является 
регулярным, т. е. все столбцы таблицы

1

2

1 11 12 1

2 21 22 2
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............................

s

s

s j j j

s j j j

→

→

являются неубывающими числовыми последовательностями для символов 1 2 ...s s< <  алфавита S , то 
T-модели 1( , , )S Tθ , кроме ( ),nU t  можно сопоставить также многочлены ( )nV x , коэффициенты кото-
рых задают двухиндексную последовательность, связанную с последовательностью 1 2{ , ,...}a a a=  [3].

Для построения этих многочленов рекурсивно вводится нумерация всех элементов таблиц рас-
сматриваемой T-модели [2; 3]:

– единственному элементу 2a  таблицы 1T  присваивается номер 1 1,ν =
– если 2n ≥  и 

1ns T −∈  имеет номер 1 1... n−ν ν , то элементу ns T′∈  строки ( )sθ  присваивается 
номер (слово) 

1 1... n n−ν = ν ν ν с суффиксом nν , совпадающим с порядковым номером из N  элемента 
s′  в строке ( )sθ .

Затем на множестве номеров nP  таблицы nT  вводится частичный порядок: номер nP′ν ∈  по-
крывает nPν∈ , если вектор ′ν − ν  имеет все нулевые координаты, кроме одной, равной единице. Диа-
грамма Хассе полученного частично упорядоченного множества (посета) nP  является дистрибутивной 
решеткой, обозначается nL  и называется T-диаграммой таблицы nT  [2; 3].

Число частей Т-диаграммы nL  таблицы nT , изоморфных булеву кубу размерности k , обознача-
ется ,n kR , и вводится многочлен

1

,
0

( ) ,
n

k
n n k

k
R x R x

−

=

=∑                                                                                (2)

а число вершин этой Т-диаграммы, имеющих положительную валентность (степень) k , обозначается 
,n kV  и вводится многочлен

1

,
0

( ) .
n

k
n n k

k
V x V x

−

=

=∑                                                                           (3)

Степень многочленов (2) и (3) в отличие от ( )nU t  всегда равна ,01, 1nn V− =  и (1) (1)n nU V= , а 
также выполняется простое равенство [3]

( ) ( 1)n nR x V x= + .                                                                          (4)

Теорема 2. Пусть при n∈N  для Т-диаграммы nL  таблицы nT  T-модели 1( , , )S Tθ  определения 
2 с регулярным отображением θ  найден многочлен ( ).nV x  Тогда для Т-диаграммы *

nL  таблицы *
nT  

T-модели * * *
1( , , )S Tθ  из теоремы 1 многочлен *( )nV x  имеет следующий вид:
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* 1( ) (( 1) 1) .
( 1) 1

n
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r xV x r x V
r x

−  
= − +  − + 

                                                                 (5)

Доказательство. Выражение (5) приводит к простой связи между коэффициентами многочленов 
*( )nV x  и (3)

*
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а равенство (4) дает соотношение 1
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Полученные формулы показывают, что равенство (5) несложно интерпретировать с использова-
нием определения многочленов (2), иначе рассматривается преобразование T-диаграммы nL  в *

nL  с 
учетом их частей, изоморфных соответствующим булевым кубам, инициированное условиями теоремы 
1 и проверяемое индукцией по n , что и завершает доказательство.

Для пояснения результатов теорем 1 и 2 рассмотрим класс T-моделей * * *
1( , , )S Tθ  на базе после-

довательности известных чисел Каталана, имеющих многочисленные интерпретации в литературе [8; 
11, A000108] и степенного преобразования D  с параметром r∈N .

Пример 1. При * {2 , 3 , ...}S r r= , * * *: (2 ) (3 ) ...( )r r rs r r s rθ → + , где * *s S∈ , и *
1 (2 )T r=  лег-

ко находится рекуррентное соотношение

* * 2 * *
1 1( ) , (1 ) ( ) ( ) (1), ,n n nU t t t U t rt U t rtU n+= − + = ∈N

в котором *( )nU t  являются модификацией производящих многочленов для * * *
1( , , )S Tθ , полученной их 

умножением на rt−  и последующей заменой t  на 1/ .rt

Поэтому для *
10
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F t u U t u∞
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=∑  несложно находится соотношение
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t t ruF uF t u
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=

− +
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с помощью которого методом, описанном в [2; 3], получаем функцию

2 2

1 2 1 4
(1, )

2
ru ru

F u
r u

− − −
= ,

являющуюся производящей при 1r =  для чисел Каталана 
21

1
n
nn

 
 +  

при n∈N , а при 2r =  для чисел из [11, A003645]. При 1r =  ( )nV x  являются известными многочле-
нами Нараяны [8] и задаются производящей функцией [3]
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а теорема 2 приводит к следующему обобщению этой производящей функции:
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=

− − + − − − − + +
=

− +∑ ,

причем применение обратного преобразования Лапласа дает

( )((2 1) 1)
1*

1
0

2 (( 1) 1)
( )

! (( 1) 1)

r x un

n
n

e I u r x r xuV x
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+
=

− +
=

− +
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где 1( )I z  – модифицированная функция Бесселя первого рода порядка 1.

Классы T-моделей и преобразования R, B

Определение 3. Аналогично теореме 1 по T-модели 1( , , )S Tθ  образуем при r∈N  класс 
T-моделей * * *

1( , , )S Tθ , в котором *( 1) 1r s S− + ∈ , если s S∈ ,
*

1 1: ( 1) 1 ( ( 1) 1) ...( ( 1) 1) ( ( 1) 1)r r
s sr s r j r j r j−θ − + → − + − + − +  

и *
1 2( )T ra= . T-модели из класса * * *

1( , , )S Tθ  отвечает комбинаторная последовательность 
1 2{ , ,...}b b b= , а равенство ( )rb R a=  определяет преобразование R  с параметром r .
В условиях определения 3, теорема 2 заменяется утверждением, в котором вместо выражения (5) 

записывается равенство *( ) ( ),n nV x V r x=  что полностью согласуется с результатами статьи [3].
Для класса T-моделей 1( , , )S Tθ алфавит { 1, 2 1, ...}S r r= + +  при ,r∈N  подходит под опреде-

ление 3, так как ( 1) 1r s S− + ∈ , если {1}s∈ −N , а 1 ( 1)T r= + .
При {0}m∈ ∪N  по классу 1( , , )S Tθ  построим класс T-моделей * * *

1( , , )S Tθ  с алфавитом 
* { 1, 2 1, ...}S m r m r= + + + + , таблицей *

1 ( 1)T m r= + +  и отображением *,θ  которое задается опре-
делением 2, при 0m =  совпадает с θ , а также дополнительно в неубывающей строке-образе * *( )sθ  
перед последним символом из *S  присутствует ровно m  раз непосредственно предшествующий ему 
в *S  символ.

Тогда справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Если при фиксированном r∈N  T-модели из класса 1( , , )S Tθ  отвечает 1 2{ , ,...},a a a=  

а T-модели из класса * * *
1( , , )S Tθ  отвечает 1 2{ , ,...},b b b=  то при {0}m∈ ∪N  имеем ( )mb B a= , где 

биномиальное преобразование B  порядка m  задается равенством (1), а теорема 2 заменяется утверж-
дением, в котором вместо выражения (5) применяется аналог формулы (1)

*

1
 

1
( ) ( ) ( ), , .

1

n
k

n
k

k
n n

V Vx mx x m n
k

−

=

− 
= ∈ − 
∑ N                                (6)

В поясняющих теорему 3 примерах рассматриваются классы * * *
1( , , )S Tθ , в которых 

* { 1, 2 1, ...}S m r m r= + + + + , *
1 ( 1)T m r= + +  при {0}m∈ ∪N  и r∈N .

Пример 2. При ( ) ( )
*

* * * *:
m s m

s s s r
−

θ → + , где * *s S∈ , легко находится рекуррентное соотно-
шение

* * * 1 *
1 1( ) , ( ) ( ) ( ) ( ), ,r r r

n n n
dU t t U t t m U t t U t n
dt

+
+= = + + ∈N

в котором *( )nU t  являются модификацией производящих многочленов для * * *
1( , , )S Tθ , полученной их 

умножением на ( 1)mt− + , и поэтому

*
1 110
( ) .

! (1 )

n r mu

n
n r r

u t eU t
n rt u

∞

+
+=

=
−

∑
Экспоненциальная производящая функция для многочленов *( )nV x  находится с помощью теоре-

мы 3 и результатов из [3]
*

1 110
( ) .

!
(1 )

n m xu

n
n r x

u eV t
n

r xu

∞

+
+=

=

−
∑

Таким образом, в этом примере двухпараметрический класс * * *
1( , , )S Tθ  T-моделей отвечает 

одноиндексным и двухиндексным последовательностям, получаемым на базе комбинаторной последо-
вательности факториалов [11, A000142] и последовательности многочленов 1

1
( ) ( 1)n

n

k
V x k x−

=
= +∏  [11, 

A094638, A130534], которые соответствуют значениям параметров 0, 1m r= = .
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Пример 3. При ( ) ( )
*

* * * *:
m r s m r

s s s r
+ − −

θ → + , где 
* *s S∈ , также легко находится рекуррентное 

соотношение
* * * 1 *
1 1( ) , ( ) ( ) ( ) ( ), ,r

n n n
dU t t U t m r U t t U t n
dt

+
+= = + + ∈N

в котором *( )nU t  являются модификацией производящих многочленов для * * *
1( , , )S Tθ , получен-

ной их умножением на ( )m rt− + , и поэтому
( )

*
1 1

0
( ) .

! (1 )

n m r u

n
n r r

u t eU t
n rt u

+∞

+
=

=
−

∑

Экспоненциальная производящая функция для многочленов *( )nV x  также находится с помощью 
теоремы 3 и результатов из [3] ( )

*
1 1

0
( ) .

!
(1 )

n m r xu

n
n r x

u eV x
n

r xu

+∞

+
=

=

−
∑                                                       (7)

Таким образом, в этом примере двухпараметрический класс * * *
1( , , )S Tθ  T-моделей отвечает 

одноиндексным и двухиндексным последовательностям, получаемым на базе комбинаторной после-
довательности [11, A000522] и многочленов ( )nV x , соответствующих 0, 1m r= = , а ( )nV x  являются 
частным случаем многочленов Пуассона – Шарлье [11, A046716, A094816].

Положим в выражении (7) 1x =  и 1r = . Тогда (7) при значении параметра 1m = −  определяет 
производящую функцию продолжения комбинаторной последовательности факториалов [11, A000142], 
а при 2m = −  получается известная производящая функция для чисел беспорядков [6; 11, A000166].

Пример 4. При ( ) ( )
* 1* * * *:

s
s s s r

−
θ → + , где * *s S∈ , как и в примере 2 несложно находится ре-

куррентное соотношение [3]

* * * *
1 1( ) , ( ) ( ) ( ), ,m r r

n n n
dU t t U t t U t t U t n
dt

+
+= = + ∈N

в котором *( )nU t  являются модификацией производящих многочленов для * * *
1( , , )S Tθ , полученной их 

умножением на 1t− , и поэтому

* ( )
1

0

( 1)( ) exp .
!

n r ru
m r m r u

n
n

u t eU t t e
n r

∞
+ +

+
=

 −
=  

 
∑

        

Экспоненциальная производящая функция для многочленов *( )nV x  также находится с помощью 
теоремы 3 и результатов из [3]

* ( )
1

0

1( ) exp .
!

n r xu
m r xu

n
n

u eV t e
n r x

∞
+

+
=

 −
=  

 
∑  

Таким образом, в этом примере двухпараметрический класс * * *
1( , , )S Tθ  T-моделей отвечает 

одноиндексным и двухиндексным последовательностям, получаемым на базе комбинаторной последо-
вательности чисел Белла [11, A000110] и многочленов ( )nV x  [11, A008278], соответствующих значени-
ям 0, 1m r= = . Коэффициенты многочленов ( )nV x  тесно связаны с двухиндексной последовательно-
стью чисел Стирлинга второго рода [11, A008277].

Пример 5. При * * * *: ( 1) ( 2 1) ...( ) ( )r r m rs m r m r s s r+θ → + + + + + , где * *s S∈  легко как и в при-
мере 1 находится рекуррентное соотношение

* * 2 * *
1 1( ) 1, (1 ) ( ) ( ( 1) ) ( ) (1), ,n n nU t t U t t m r t m U t rU n+= − + + + − − = ∈N  

в котором *( )nU t  являются модификацией производящих многочленов для * * *
1( , , )S Tθ , полу-

ченной их умножением на ( 1)m rt− + +  и последующей заменой t  на 1/ .rt  Аналогично примеру 1 находятся 
следующие соотношения:
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Таким образом, в этом примере двухпараметрический класс * * *
1( , , )S Tθ  T-моделей отвечает од-

ноиндексным и двухиндексным последовательностям, получаемым на базе комбинаторной последова-
тельности чисел Каталана [11, A000110] и многочленов Нараяны ( )nV x  [8; 11, A001263], соответству-
ющим значениям параметров 0, 1m r= = .

Аналогично примеру 3 положим в выражении (8) 1x =  и 1r = . Тогда (8) при значении параме-
тра 1m = −  определит производящую функцию известной последовательности чисел Моцкина [8; 11, 
A001006], для которой существует T-модель с нерегулярным отображением θ  [2].

Заключение

Полученные результаты описывают методы применения классов T-моделей, построенных на 
базе некоторых преобразований комбинаторных последовательностей, для моделирования и классифи-
кации не только одноиндексных последовательностей, но также и соответствующих двухиндексных, 
получающихся использованием T-диаграмм.

Поэтому рассматриваемые классы T-моделей дают возможность проводить исследование не 
только свойств различных комбинаторных последовательностей, но также и расширять свойства их 
преобразований.

В частности, для преобразования D  с параметром r  последовательности 1 2{ , ,...}a a a=  соот-
ношение (5) теоремы 2 позволяет для соответствующей двухиндексной последовательности при 1r =  
находить двухиндексные последовательности, отвечающие ( )rb D a= . Аналогично для многочленов 
формула (6) теоремы 3 задает применение биномиального преобразования B  с параметром m , опре-
деленного выражением (1) для последовательностей.

В [10; 12] для последовательности a  доказано свойство преобразования Ганкеля H  определения 
1: HBa Ha= . Его можно обобщить для многочленов, аналогичных многочленам ( )nV x . Доказатель-
ство этого утверждения планируется рассмотреть в следующей статье, а также использовать для выяв-
ления связи между T-моделями и комбинаторикой путей [4].
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