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Используя метод специальной интерполирующей хааровской фильтрации, найдены достаточные условия 
на параметры финансового рынка со счётным числом состояний.  Эти условия позволяют исходный непол-
ный безарбитражный рынок преобразовать в полный безарбитражный.  Полученные результаты могут 
стать основой для создания программного комплекса, который может быть использован инвесторами 
для выбора оптимальных стратегий на финансовых рынках и построении ими хеджирующих портфелей.  
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Введение

Рассматривается одношаговая модель дисконтированного финансового (B,S)-рынка, заданная на 
фильтрованном пространстве (Ω, F). Здесь 1{ }k kω ∞

=Ω = , F (F0, F1) – одношаговая фильтрация, 
причём 

0F { , }= Ω ∅ , а F1 – σ – алгебра всех подмножеств множества Ω. Пусть N – множество натураль-
ных чисел. Цена торгуемой акции Z=(Zk, 1

0)k k =F , это F – адаптированный случайный процесс 0Z a= , 
1( )k kZ bω = , 0kb > , 1, 2,...k = ). Множество невырожденных мартингальных мер (м.м.) P рассматри-

ваемого (B,S)-рынка будем обозначать через P (Z, F). Предположим, что  

inf supk kk k
b a b< < .                                                                       (1)

Условие (1) является достаточным условием того, что исходный рынок ( ),Z ≠ ∅P F . 
Итак, наш рынок безарбитражен и неполон. Актуальным же является рассмотрение безарбитраж-

ных полных рынков. Эти эконометрические характеристики связаны с понятием мартингальной меры. 
Основой для исследований и расчетов в стохастических финансовых моделях с дискретным временем 
служит первая и вторая фундаментальные теоремы финансовой математики [1].

Теорема 1. (B,S)-рынок является безарбитражным тогда и только тогда, когда ( ),Z ≠ ∅P F .
Теорема 2. (B,S)-рынок является полным тогда и только тогда, когда ( ), | 1Z =|P F .
Этой задачей в 1987 г. занимались М. Такку и В. Виллингер в работе [3]. Эти авторы предложи-

ли заменить исходную мартингальную меру неэквивалентной ей мартингальной мерой. Однако с по-
мощью полученной таким образом единственной мартингальной меры, невозможно вычислять цены 
финансовых контрактов, справедливые для изначально рассматриваемого финансового рынка. А.В. 
Мельников и К.М. Феоктистов в 2001 году в [4] добавили к рисковым активам исходного рынка до-
полнительные активы, зависящие от изначальных. В настоящей статье для перехода от неполных без-
арбитражных рынков к полным используется метод хааровских интерполяций, который существенным 
образом отличается от подходов, описанных выше. 

1 Применение метода хааровских интерполяций в случае финансового рынка 
со счётным числом состояний

Для перехода от неполных безарбитражных рынков к полным будет использован метод хааров-
ских интерполяций [4]. Отметим, что в [4] достаточно хорошо изучены аналогичные модели на конеч-
ных вероятностных пространствах. Некоторые продвижения для финансовых рынков со счётным чис-
лом состояний и тем же методом были сделаны в [5]. Технически эта задача оказалась намного слож-
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нее, чем для финансовых рынков с конечным горизонтом. В статье рассматривается частный случай 
хааровских интерполирующих фильтраций  – специальные хааровские интерполирующие фильтрации. 
Поясним суть метода. Исходную фильтрацию F финансового рынка расширяем таким образом, что она 
превращается в специальную хааровскую фильтрацию (с.х.ф.) H. Затем, используя мартингальное ре-
шение задачи Дирихле для дисконтированной цены акции по отношению к с.х.ф., мы получаем одно-
значно определенную интерполяцию дисконтированной цены акции на специальным образом выбран-
ные промежуточные времена. Действуя таким образом, будем иметь финансовый рынок, определенный 
как на исходных, так и на вновь введенных промежуточных значениях временного параметра, при этом 
цены акции и цены банковского счета этого рынка совпадают с изначально заданными. Назовём такую 
интерполяцию исходного финансового рынка специальной хааровской интерполирующей фильтрацией 
(с.х.и.ф.). Обозначим через |A| – число элементов некоторого множества A. Следуя [5], дадим опреде-
ления 1 и 2.

определение 1. Будем говорить, что мера ( ),P Z∈P F  обладает свойством универсальной хаа-
ровской единственности (СУХЕ), если для любой с.х.и.ф. H, интерполирующей фильтрацию F, соот-
ветствующий интерполирующий процесс Y допускает единственную мартингальную меру (совпадаю-
щую с исходной мерой  P), то есть имеет место равенство ( ), | 1Z =|P F .

Такое интерполяционное свойство как СУХЕ является неудобным с точки зрения их аналити-
ческой проверки на выполнение для рассматриваемой мартингальной меры. Поэтому мы перейдём к 
равносильному ему свойству, называемому условием несовпадения барицентов (УНБ) [5]. 

определение 2. Будем говорить, что мера  ( ),P Z∈P F  удовлетворяет условию несовпадения 
барицентров (УНБ), если для любых  двух (упорядоченных по возрастанию) непересекающихся под-
множеств индексов I и J (при числах bi), I, J ⊂ N выполняется неравенство

j ji i
JI

i j
I J

b pb p

p p
≠

∑∑
∑ ∑

.                                                               (2)

Множество м.м. процесса Z, удовлетворяющих УНБ, мы будем обозначать УНБ(Z). Очевидно, 
что если существует вероятностная мера ( ),P Z∈P F , удовлетворяющая УНБ, то  числа a, b1, b2, … 
различны.

Отметим, что до настоящего времени не имелось ни одного примера м.м., удовлетворяющей УНБ.

2 Достаточные условия непустоты УНБ(Z)
Следующие далее результаты дают достаточные условия существования м.м., удовлетворяющих 

УНБ.
лемма. Пусть b1<b2<b3<b4<b5<…., причём bi – bi-1 ≥ bi-1

1 1 1
1

min , 2,i j j jj i
j i

b p b p i
∞

− ≤ ≤ −
= +

> ∀ ≥∑                                                (3)

то мера P∈УНБ(Z).
Доказательство. Проверим выполнение условия (2). Рассмотрим два произвольных непересе-

кающихся подмножества индексов { }1 2, ,...I i i=  и { }1 2, ,...J j j=  множества индексов {1, 2, ...}, i1>j1. 
Представим множество I как {i1} ∪ I2, 2 1 1 1{ 1, 2, 3,...}I i i i⊆ + + + , а J как J1 ∪ J2, где J1⊆{1,2,3,4,5,…
,i1-1}, 2 1 1 1{ 1, 2, 3,...}J i i i⊆ + + +  Имеем

1 1

2 1 2

1

2 1 2

i i i i j j j jj ji i
I J JJI

i j i i j j
I J I J J

b p b p b p b pb pb p

p p p p p p

+ +
≠ ⇔ ≠ ⇔

+ +

∑ ∑ ∑∑∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1

2 1 2 1 2 2

i i i i j j j j j j i i
I J J J J I

b p b p p p b p b p p p
       

⇔ + + ≠ + + ⇔              
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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1 1 1

1 1 2 1 2 1

i i j i j j i i j i j j
J J I J I J

b p p p b p b p p p b p⇔ − + − ≠∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1

2 2 2 2 2 2

i j j i j j i i j i i j
J I J I J J

p b p p b p b p p b p p≠ + − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
.

Поскольку

1 1 1

1 1 2 1 2 1

i i j i j j i i j i j j
J J I J I J

b p p p b p b p p p b p− + − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1 2 1 2 1

i j j j i i i j i j j
J J I J I J

b p b p p b p p p b p
 

= − + − >  
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1

1 1 2 1 2 1

1 1i j i j i i i j i i j
J J I J I J

b p b p p b p p b p p− −

 
> − + − =  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

( )1 1 1 1

1 2 2 1

1 1i i i j i i i i j
J I I J

b b p p b p b p p− −

 
= − + − ≥  

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1
1 1

2 2

1 11 1 1 1
min mini j i i i i i jj i j i

I I

b p p b p b p p− −≤ ≤ − ≤ ≤ −

 
≥ + − ≥  

∑ ∑

1 1 1 1
1 1

2 2

1 1 11 1 1 1
min mini j i i i i i jj i j i

I I

b p p b p b p p− + −≤ ≤ − ≤ ≤ −

 
≥ + − ≥  

∑ ∑

( )1 1 1 1
1 1

2

1 1 11 1 1 1
min mini j i i i j ij i j i

I

b p p b b p p− + −≤ ≤ − ≤ ≤ −
≥ + − ≥∑

( )1 1 1 1 1 1
1 1

2

1 1 11 1 1 1
min mini j i i i i i j ij i j i

I

b p p b b b b p p− + −≤ ≤ − ≤ ≤ −
≥ + − + − ≥∑

1 1 1 1
1 1 1

2 2

1 11 1 1 1 1 1
min min mini j i i j i i j ij i j i j i

I I

b p p b p p b p p− −≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ −
≥ + + ≥∑ ∑

1

1 2 11 1
i j j i j j

j i I j i

p b p p b p
∞ ∞

= + = +

≥ + ≥∑ ∑ ∑

1

2 2 2

i j j i j j
J I J

p b p p b p≥ + ≥∑ ∑ ∑

1 1 1

2 2 2 2 2 2

i j j i j j i i j i i j
J I J I J J

p b p p b p b p p b p p≥ + − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
.

Таким образом, неравенство (2) выполнено. 
Замечание. Если последовательность 1 2, ,...p p  монотонно убывает, то неравенства (3) совпада-

ют с неравенствами 

1 1
1

, 2i i j j
j i

b p b p i
∞

− −
= +

> ∀ ≥∑ .                                                     (4)
Пример. 
b1=1<a=5/3<b2=2<b3=4<b4=8<….<bi=2i-1 <…,   bi - bi-1=2i-1 - 2i-2 =2i-2 =bi-1,

мера P=(2/3; 1/4;1/16;1/64; …;1/22i-2;…) ∈ ( ),ZP F  удовлетворяет условию (4) и значит, обладает 
УНБ.
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(Действительно,
2

1 1 2 2 1 1
1 1

2 1 4 1 1 2
4 2 2 2 2 2

i

i i j ji i i j i i
j i j i

b p b p
− ∞ ∞

− − − − − −
= + = +

= = = > = = =∑ ∑ , ∀ i.)

Теорема 3. Пусть P ∈ P (Z, F) и b1<b2<b3<b4<b5<…, причём

1 1i i ib b b− −− ≥ , 2i∀ ≥ .                                                            (5)

Тогда УНБ(Z) непусто и строго вложено в ( ),ZP F .
Техника доказательства теоремы 3 остаётся прежней (см. к примеру в [10]).

Заключение
Полученные условия существования мартингальных мер, удовлетворяющих условиям несовпа-

дения барицентов, позволяют строить модели безарбитражных неполных финансовых рынков с бес-
конечным числом состояний, которые с помощью хааровских интерполяций преобразуются в полные 
безарбитражные. Это свойство модели представляется особенно важным при расчетах цен различных 
финансовых обязательств и построении хеджирующих портфелей [11, 12].
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