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Рассматривается аналитический метод оценки числовых характеристик однородной 

GERT-сети, в частности математического ожидания и дисперсии. Метод основан на преоб-
разовании GERT-сети к эквивалентной дуге с пересчетом числовых характеристик случайных 
величин дуг по предложенным формулам. 
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Введение 
За последние годы для моделирования и оптимизации технических систем все 

большее распространение получают альтернативные стохастические сети [1], в частно-
сти математический аппарат GERT-сетей (GERT−graphical evaluation and reviewtechni-
que). 

Подробное описание GERT-сетей представлено в работах Филлипса [2], Neumann 
[3], Pritsker [4]. В отечественной литературе наибольших научных результатов в разви-
тии аппарата GERT-сетей достиг А.П. Шибанов [5]. 
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Математический аппарат GERT-сетей является одним из инструментов исследо-
вания различных классов систем. В настоящее время известны применения аппарата 
GERT-сетей для исследования вероятностно-временных характеристик локальных се-
тей, сетей передачи данных, телекоммуникационных систем, моделирования распреде-
ленных систем обработки информации, оптимизации производственных процессов, 
моделирования мультиверсионных программных систем. Авторы применяют аппарат 
GERT-сетей для моделирования системы бизнес-процессов [6, 
7]. 

Основные методы расчёта GERT-сетей описаны в работах 
[2, 3, 4, 5]. Данные методы позволяют: преобразовать сеть к эк-
вивалентной дуге; рассчитать вероятность стока сети; опреде-
лить значения переменных, связанных с моментами 
распределения выходной величины сети (математическое ожи-
дание, дисперсия и др.); построить функцию распределения 
выходной величины сети. 

Кроме того, в работе Филлипса [2] говорится, что цель 
использования GERT-сетей состоит в вычислении математиче-
ского ожидания и дисперсии времени выполнения сети (числовые характеристики мо-
гут быть рассчитаны по любому аддитивному параметру) и вероятности выполнения 
стока (стоков). Анализ работ других авторов [4, 5, 6] показывает, что в большинстве 
практических примеров также рассчитываются числовые характеристики GERT-сети. 
Числовые характеристики GERT-сети могут быть использованы для оптимизации, про-
ектирования системы, мониторинга показателей и т.д. Таким образом, актуальным яв-
ляется нахождение числовых характеристик GERT-сетей. 

Однако серьёзным сдерживающим фактором применения 
GERT-сетей является экспоненциальная трудоёмкость алго-
ритмов расчета [5], основанных на использовании топологиче-
ского уравнения Мейсона [2], что характерно для классической 
теории GERT-сетей. При решении данной задачи известными 
методами возникает проблема вычислительной сложности – 
необходимо находить петли сети вплоть до r-ого порядка (чис-
ло слагаемых в уравнении Мейсона пропорционально числу 
всевозможных комбинаций петель первого порядка, не имею-
щих общих вершин), необходимо вычислять частные произ-
водные по производящей функции моментов GERT-сети и т.д. 

Данную задачу решает Шибанов А. П. [5] – им разработаны методы и алгоритмы 
нахождения плотности распределения времени прохождения однородной GERT-сети 
большой размерности на основе эквивалентных упрощающих преобразований. Тем не 
менее, методы и алгоритмы, предложенные Шибановым [5] являются численными и 
направлены на нахождение плотности распределения GERT-сети. 

Таким образом, актуальной является задача разработки аналитического метода 
оценки числовых характеристик моментов (математического ожидания и дисперсии) 
случайной величины стока (в общем случае – стоков) GERT-сети на основе числовых 
характеристик случайных величин дуг сети минуя решение топологического уравнения 
Мейсона. 

 

Постановка задачи 
GERT-сети являются вариантом полумарковских моделей, но случайные величи-

ны в них характеризуется не только дисперсией, но и законом распределения [5]. Дуга 
>< ji, GERT-сети задается вероятностью ijp  и производящей функцией моментов 
)(sMij . 
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Производящая функция моментов – двустороннее преобразование Лапласа рас-
пределения случайной величины. По определению производящей функции моментов 

)(sMij , 1)0( =ijM  при 0=s . Поскольку )()( sMpsW EEE = , то при 0=s

EEEE pMpW == )0()0( , откуда следует, что )0(/)(/)()( EEEEE WsWpsWsM == , где 
)(sWE  – эквивалентнаяW-функция для GERT-сети. Тогда, вычисляя k-ю частную про-

изводную по s  производящей функции моментов )(sMij при 0=s , находим k-ый мо-
мент случайной величины: 
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В частности, первый момент E1µ  относительно начала координат есть математи-
ческое ожидание для случайной величины Y  сети, а дисперсия случайной величины Y  
равна разности между E2µ  и квадратом величины E1µ  
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Даны две дуги GERT-сети, характеризующиеся случайными величинами 1X  и 2X
, у которых заданы производящие функции моментов – )(1 sM  для 1X , )(2 sM  для 2X . 
Для случайных величин 1X  и 2X  по (1), (2) можно найти числовые характеристики со-
ответственно – математическое ожидание ][ iXM  и дисперсия ][ iXD . Поскольку 
GERT-сеть может быть заменена одной эквивалентной дугой [4], следовательно, может 
быть найдена случайная величина Y , характеризующая сток GERT-сети. Известно, что 
производящие функции моментов для трех базовых эквивалентных преобразований дуг 
имеют следующую форму [2, 4]: 

Последовательные дуги: 
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Необходимо найти числовые характеристики ][YM  и ][YD  случайной величины 
Y GERT-сети равной комбинации случайных величин 1X  и 2X  для трех базовых экви-
валентных преобразования дуг – последовательные (3), параллельные (4), дуга и петля 
(5). При этом числовые характеристики ][YM  и ][YD  должны быть найдены в анали-
тическом виде через комбинацию соответствующих ][ iXM  и ][ iXD  случайных вели-
чин 1X  и 2X . 

Кроме того, необходимо разработать эффективный алгоритм эквивалентных пре-
образований GERT-сети к одной дуге для пересчета числовых характеристик дуг. 

 

Оценка числовых характеристик GERT-сети 
Решение поставленной задачи нахождения числовых характеристик GERT-сети 

без использования топологического уравнения Мейсона [2] и вычисления частных про-
изводных основывается на преобразовании GERT-сети к эквивалентной дуге с пересче-
том числовых характеристик случайных величин дуг. 

Приведем формулы нахождения числовых характеристик для трех преобразова-
ний. 
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Последовательные дуги: 

][][][ 21 XMXMYM +=      (6) 

][][][ 21 XDXDYD +=      (7) 

Параллельные дуги: 
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X1 и X2 – случайные величины дуг GERT-сети, Y – случайная величина стока 
GERT-сети, p1 и p2 – вероятности выполнения соответственно дуг X1 и X2. Поскольку в 
GERT-сети все случайные величины независимы, то они также являются некоррелиро-
ванными. 

Данные формулы получены путем аналитического вычисления частных произ-
водных (1), (2), используя свойства производных, по производящим функциям момен-
тов для эквивалентной дуги GERT-сети для трех базовых преобразований. Далее 
покажем вывод формул (6-11). 

Рассмотрим простую GERT-сеть с двумя последовательными дугами, описывае-
мыми случайными величинами X1 и X2, Рис. 1. 

 
Рис. 1.  Последовательные дуги и их эквивалентное представление 

 

Тогда, аналитически вычисляя частную производную (1) по производящей функ-
ции моментов (3) для эквивалентной дуги >< 3,1  (Рис. 1) при 0=s , получим 
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Аналитически вычисляя частные производные (2) по производящей функции мо-
ментов (3) для эквивалентной дуги >< 3,1  (Рис. 1) при 0=s , получим 
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Получены формулы (6), (7) вычисления математического ожидания и дисперсии 
на основе эквивалентного преобразования последовательных дуг GERT-сети. 
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Рассмотрим простую GERT-сеть (Рис. 2) с двумя параллельными дугами, описы-
ваемыми случайными величинами X1 и X2 и соответствующими вероятностями p1 и p2. 

 
Рис. 2. Параллельные дуги и их эквивалентное представление 

 
Аналитически вычисляя частную производную (1) по производящей функции мо-

ментов (4) для эквивалентной дуги >< 2,1  (Рис. 2) при 0=s , получим 
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Аналитически вычисляя частные производные (2) по производящей функции мо-
ментов (4) для эквивалентной дуги >< 2,1  (Рис. 2) при 0=s , получим 
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Получены формулы вычисления математического ожидания (8) и дисперсии (9) 
на основе эквивалентного преобразования параллельных дуг GERT-сети. 

Рассмотрим простую GERT-сеть (Рис. 3) с дугой и петлей, описываемыми слу-
чайными величинами X1 и X2 и соответствующими вероятностями p1 и p2. 

 
Рис. 3.  Сеть с петлей и ее эквивалентное представление 

 

Аналитически вычисляя частную производную (1) по производящей функции мо-
ментов (5) для эквивалентной дуги >< 2,1  (Рис. 3) при 0=s , получим 
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Аналитически вычисляя частные производные (2) по производящей функции мо-
ментов (5) для эквивалентной дуги >< 2,1  (Рис. 3) при 0=s , получим 
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Получены формулы вычисления математического ожидания (10) и дисперсии (11) 
на основе эквивалентного преобразования дуги и петли GERT-сети. 

Значения вероятностей в знаменателе формул (8) и (9) для параллельных дуг не 
приведены к 1 ( 121 =+ pp  для двух дуг) для обобщённого случая, когда из узла 1 (Рис. 
2) выходит 3 и более дуги. Значения вероятностей в знаменателе формул (10) и (11) не 
приведены к p1 ( 21 1 pp −= ) для обобщённого случая, когда из узла 1 (Рис. 3) выходит 
более одной дуги. Тогда формулы (10) и (11) справедливы для случая с несколькими 
дугами и петлёй, эквивалентное преобразование заключается в преобразовании петли с 
каждой из этих дуг. 

Таким образом, получены аналитические формулы нахождения числовых харак-
теристик GERT-сети без использования топологического уравнения Мейсона. 

Алгоритм преобразования GERT-сети к эквивалентной дуге 

Алгоритм преобразования однородной GERT-сети к эквивалентной дуге основан 
на поиске участков сети с тремя типами расположения дуг: последовательные дуги, па-
раллельные дуги, дуга и петля, и их замене на эквивалентную дугу с пересчетом мате-
матического ожидания и дисперсии. 

Пусть GERT-сеть имеет один источник или приведена к сети с одним источником, 
и имеет m стоков, тогда алгоритм преобразования однородной GERT-сети должен по-
зволять получать m эквивалентных дуг с числовыми характеристиками по каждому 
стоку сети. 

Структуру GERT-сети G отобразим в матрице смежности A(G) с n вершинами. 
Каждый элемент матрицы ija , для которого 1=ija , содержит вероятность pij выполне-
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ния дуги >< ji,  (i – номер строки, j – номер столбца, nji ,1, = ) и значения математи-
ческого ожидания ][ ijXM  и дисперсии ][ ijXD . 

Поскольку при преобразовании (топологическом упрощении) GERT-сети за один 
шаг могут вновь образовываться некоторые из типов расположения дуг (например, по-
сле преобразования петли могут образоваться последовательные дуги), то алгоритм яв-
ляется итеративным и включает следующие шаги. 

Шаг 1. Ищутся простые петли GERT-сети – дуга >< kk vv , . Поиск осуществляется 

по диагонали матрицы Al(Gl) путем нахождения элементов 1=l
ija , для которых ji = , 

где l – шаг алгоритма, Nl∈  (для первого выполнения Шага 1 1=l ). Далее находятся 
все дуги >< jk vv , , nj ,1=  (элемент 11 =kja ), и по формулам (10, 11) пересчитывается 
математическое ожидание ][ kjXM  и дисперсия ][ kjXD  данных дуг. После этого дуга 

>< kk vv ,  исключается из GERT-сети, а соответствующий элемент матрицы A1(G1) ста-

новится равным нулю ( 01 =kka ). 
После нахождения всех простых петель и их исключения, получим эквивалент-

ную GERT-сеть G2 и соответствующую матрицу A2(G2). 
На данном шаге ищутся все простые петли GERT-сети и исключаются с пересче-

том числовых характеристик соответствующих дуг, тем самым уменьшается топологи-
ческая сложность GERT-сети, поскольку уменьшается количество петель r-ых 
порядков. 

Шаг 2. Ищутся последовательные дуги GERT-сети. Последовательными дугами 
являются дуги >< ji vv ,  и >< kj vv , , для которых nkji ,1,, = , при этом узел jv  должен 

иметь только одну входящую дугу из узла iv , и только одну исходящую дугу в узел kv . 

То есть элементы матрицы A2(G2) 12 =ija , 12 =jka , при этом 02 =qja  и 02 =jta , где 

ntq ,1, =  и ktiq ≠≠ , .  
По формулам (6, 7) пересчитывается математическое ожидание ][ ikXM  и диспер-

сия ][ ikXD  эквивалентной дуги >< ki vv , . Элемент матрицы A2(G2) становится равным 

12 =ika . Узел jv  исключается из GERT-сети, в матрице A2(G2) исключается строка j и 
столбец j, тем самым, размерность матрицы A2(G2) уменьшается на единицу. 

При преобразовании последовательных дуг GERT-сети могут образовываться 
участки сети с параллельными дугами. Если при преобразовании дуг >< ji vv ,  и 

>< kj vv ,  элемент матрицы уже равен единице ( 12 =ika ), то значения полученных чи-

словых характеристик (
*2

ika ) необходимо пересчитать по формулам (8, 9) с характери-

стиками имеющейся параллельной дуги ( 2
ika ) и заменить их одной эквивалентной. 

После нахождения всех последовательных и параллельных дуг и их замене на эк-
вивалентные дуги, получим эквивалентную GERT-сеть G3 и соответствующую матрицу 
A3(G3). 

Условие 1. Если количество узлов GERT-сети равно количеству стоков плюс еди-
ница, то GERT-сеть преобразована к эквивалентной сети. Если размерность матрицы 
Al(Gl) равна 1+= mn , где m – количество стоков, то алгоритм заканчивается. 

Условие 2. Если размерность матрицы Al(Gl) уменьшилась после выполнения 
Шага 2 ( 1+> ll nn ), то необходимо проверить GERT-сеть на появление простых петель – 
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дуги типа >< kk vv ,  (переход к Шагу 1), иначе в GERT-сети существует не простая пет-
ля, состоящая из нескольких дуг (переход к Шагу 3). 

Шаг 3. Ищется узел, в который входит одна дуга, а выходит две или более дуги. 
Дублируется данный узел с сохранением выходных дуг и копированием входных дуг 
на каждый продублированный узел. 

Узел jv  ищется подобно тому, как ищутся последовательные дуги >< ji vv ,  и 

>< kj vv ,  на Шаге 2, при этом 03 =qja , где nq ,1=  и iq ≠ , а количество элементов 

13 =jta  больше одного, где nt ,1= . Для каждой дуги >< tj vv , , для которой kt ≠ , соз-

дается узел t
jv , в который входит дуга >< t

ji vv , , и выходит дуга >< t
t

j vv , . Соответст-

вующие элементы матрицы A3(G3) устанавливаются равными единице 13 =tij
a , 13 =

tj ta . 

Размерность матрицы A3(G3) увеличивается на данном шаге.  

Условие 3. Если на шаге 3 не найден ни один узел, в который входит одна дуга, а 
выходит две или более дуги, то переходим к Шагу 4, иначе, поскольку появляются по-
следовательные дуги, переходим к Шагу 2. 

Шаг 4.Ищется узел, в который входит и выходит более чем по одной дуге. Дан-
ный узел дублируется по количеству входящих дуг с копированием выходных дуг на 
каждый продублированный узел так, чтобы в каждую копию узла входила бы только 
одна дуга. 

Ищется узел jv , для которого количество элементов 14 =qja  и 14 =jta  больше 

одного, где nq ,1=  и jq ≠ , nt ,1=  и jt ≠ . Для каждой дуги >< jq vv , , создается узел 
q

jv , в который входит дуга >< q
jq vv , , и выходят дуги >< +1, j

q
j vv , …, >< t

q
j vv , . Соот-

ветствующие элементы матрицы A4(G4) устанавливаются равными единице 14 =qqj
a , 

14
1 =

+jj qa , …, 14 =tj qa . Вероятность и числовые характеристики дуги >< q
jq vv ,  берутся 

из дуги >< jq vv , . Вероятность и числовые характеристики дуг >< +1, j
q

j vv , …, 

>< t
q

j vv ,  берутся из соответствующих дуг >< +1, jj vv , …, >< tj vv , . 
Узел jv  исключается из GERT-сети, в матрице A4(G4) исключается строка j и 

столбец j. Поскольку на шаге 4 появляются узлы, в которые входит одна дуга, а выхо-
дит две или более дуги, то переходим к Шагу 3. 

Общий ход алгоритма преобразования однородной GERT-сети к эквивалентной 
дуге представлен на Рис. 4. 

Таким образом, предложен алгоритм преобразования однородной GERT-сети 
большой размерности к эквивалентной дуге с помощью формул (6-11). Преобразовывая 
GERT-сеть на основе данного алгоритма, используя в формулах числовые характери-
стики дуг, можно получить аналитические формулы числовых характеристик GERT-
сети. 

Следует отметить, что по сравнению с диссертацией Шибанова [5], в которой раз-
работаны численные методы нахождения плотности распределения времени прохожде-
ния GERT-сети, разработан аналитический метод расчета числовых характеристик, в 
частности математического ожидания и дисперсии, GERT-сети на основе эквивалент-
ных преобразований с меньшей трудоёмкостью без использования топологического 
уравнения Мейсона. 
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На Рис. 5 представлена однородная GERT-
сеть, состоящая из пяти узлов, и включающая 
петли 1, 2 и 3-го порядков. 

В таблице 1 представлены параметры 
GERT-сети (Рис. 5). В таблице 2 представлены 
значения математического ожидания и диспер-
сии GERT-сети (Рис. 5), рассчитанные на основе 
разработанного метода, рассчитанные на основе 
уравнения Мейсона, рассчитанные при помощи 
имитационного эксперимента в программном 
продукте AnyLogic. 

Таким образом, на основе результатов рас-
чётов (Таблица 2), можно сделать вывод об аде-
кватности полученных формул нахождения 
числовых характеристик GERT-сети и алгорит-
ма эквивалентных преобразований, по сравне-
нию с известными методами.  

Предложенный метод имеет ряд преиму-
ществ по сравнению с имитационным экспери-
ментом – меньшая вычислительная 
трудоёмкость и получение более точного ре-
зультата, не зависящего от выполнения экспе-
римента. 

Пример оценки числовых характеристик GERT-сети 

 
Рис. 5. Однородная GERT-сеть 

 

Таблица 1  
Параметры GERT-сети 

Дуга<i, j> pij M[Xij] D[Xij] Mij(s) 
<v1, v2> 1 19 0 )19exp( s  - стат. 

<v2, v2> 0,1 150 50 )25150exp( 2ss +  - 
норм. 

<v2, v3> 0,9 225 30 )15225exp( 2ss +  - 
норм. 

<v3, v2> 0,05 5 2,5 10)5.01( −− s  - гамма 

<v3, v3> 0,1 2 4 ( ) 15.0/1 −− s  - 
экспоненц. 

<v3, v4> 0,85 186 28 )14186exp( 2ss +  - 
норм. 

<v4, v3> 0,025 5 25 ( ) 12.0/1 −− s  - 
экспоненц. 

<v4, v4> 0,05 10 1 )5.010exp( 2ss +  - 
норм. 

<v4, v5> 0,925 33 12 )633exp( 2ss +  - норм. 
 
 

 
Рис. 4. Схема алгоритма преобразования 

однородной GERT-сети
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Таблица 2  
Результаты расчета GERT-сети 

Метод расчета Мат. ожидание Дисперсия 
Эквивалентные преобразования по формулам (6-
11) 500,265 8109,238 

На основе уравнения Мейсона 500,513 8111,724 
Имитационный эксперимент в AnyLogic 500,498 8114,046 

Заключение 
Таким образом, предложен метод оценки числовых характеристик однородной 

GERT-сети, в частности математического ожидания и дисперсии, основанный на пре-
образовании GERT-сети к эквивалентной дуге с пересчётом числовых характеристик 
случайных величин дуг по предложенным формулам (6-11). Предложен итеративный 
алгоритм эквивалентных преобразований GERT-сети.  

Перспективой развития данной работы может быть проверка чувствительности 
центральных моментов к различным параметрам GERT-сети (вероятности дуг, законы 
и параметры распределения случайных величин дуг) с выходом на рекомендации по 
оптимизации модели в целом. 
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