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  Предлагается методика решения задач на практических занятиях по дисциплине 
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«…Всё те же мы – в углах дизъюнкций, 
В узлах завязанных конъюнкций, 

И вновь – инверсии черта!..» 
С.Ф. Тюрин 

Предисловие 
Издавая в 2006 г. учебник «Дискретная математика и математическая логика» [1], 

авторы планировали вслед за ним издать и задачник. Пере-
осмыслив имеющийся материал в последующие годы, они 
пришли к выводу о необходимости подготовки не совсем учеб-
ника, но советчика и подсказчика. Кроме того, был накоплен 
новый, интересный материал. Акцент сделан на практику, по-
скольку известно, что именно умение решать задачи является 
мерилом математического знания.  

В предлагаемой серии статей нашёл отражение опыт мно-
голетнего преподавания авторами дисциплин «Дискретная ма-
тематика» и «Математическая логика и теория алгоритмов» в 
вузах Пермского края. 

http://pvivv.ru/
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Информационные технологии ушли далеко вперёд, но задача распознавания ком-
пьютером правильного ответа решается до сих пор тривиально – определением выбора 
одного заданного номера из n ответов. Причём, n-1 – неправильных ответов. На самом 
деле, в дискретной математике, в логике, часто правильными могут быть разные отве-
ты, например, разные дизъюнктивные нормальные формы с одинаковым количеством 
букв – при минимизации переключательных функций. 

Кроме того, приведение неправильных ответов, по мне-
нию авторов, приводит к «рекламному» эффекту, – запомина-
ются именно они, причём, самые несуразные. 

Поэтому принято решение не разрабатывать так называе-
мые тесты, а большую часть сил бросить на разъяснение мето-
дики решения типовых задач, выносимых на практические за-
нятия по указанной тематике.  

Авторы посвящают серию статей своим учителям: Л.Ф. 
Викентьеву, Т.И. Когану, В.А. Несмелову, а также памяти 
Пермского военного института ракетных войск (1931–2003 гг.). 

 

Ч а с т ь 1  
ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 1 
Выполнение операций над множествами 

 

Цель занятия: научиться выполнять операции над множествами, заданными пе-
речислением элементов, формулами, диаграммами Эйлера, а также десятичным номе-
ром. 

 

Методика решения задач 
 

З а д а ч а   1. Даны множества А={2,3,4,5} и B={4,5,7} на универсуме десятичных 
цифр. Выполнить операцию объединения над множествами A∪B. 

Строим множество, выбирая элементы из множества А, а затем, добавляем недо-
стающие элементы из В, получаем: 

A∪B={2,3,4,5,7}. 
Очевидно, что в соответствие с определением множества, каждый элемент входит 

в него только один раз, то есть элементы 4,5 учтены по одному разу. 
З а д а ч а   2. Выполнить операции над множествами, заданными формулой: 
IM ⊕ . 
В таких задачах множества: M – произвольное, I – универсальное (универсум), ∅ 

– пустое.  
Вначале выражаем симметрическую разность через объединение двух разностей: 

M⊕I=(M\I)∪(I\M).  
Анализируем первую круглую скобку: если из произвольного множества M вы-

честь универсум I, то, очевидно, ничего не останется, то есть, точнее, останется пустое 
множество ∅ . 

Если из универсума I вычесть произвольное множество М, то будет получено до-
полнение М . 

Выполняя дополнение дополнения, получим ММ = . 

Таким образом, MMМM)\(II)\(MIM ==∪∅=∪=⊕ . 
З а д а ч а   3. Выполнить операции над множествами, заданными формулой 

(A⊕B)∪C, с использованием диаграмм Эйлера. Заштриховать соответствующую фор-
муле область на диаграмме Эйлера для трех взаимно пересекающихся множеств А, В, С 
и записать ответ в стандартном виде, т.е. в виде объединения пересечений с использо-
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ванием, где необходимо, операции дополнения (в виде конституент единицы – I, либо 
нуля – ∅). 

Изобразим диаграмму Эйлера для трёх взаимно пересекающихся множеств – ри-
сунок 1. Выделим штриховкой симметрическую разность множеств А⊕В, а затем объ-
единим её с множеством С. 

 
Рисунок 1 − Диаграмма Эйлера для множества, заданного выражением (A⊕B)∪C 
 

Записываем в виде объединения конституент I: 

).СВ(А

С)В(А)СВA(С)BA(С)ВА(С)B(АСВ)(А

∩∩

∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩=∪⊕
  

Легко видеть, что в виде пересечения конституент ∅ множество будет выглядеть 
следующим образом: 

С).ВА(С)В(АСВ)(А ∪∪∩∪∪=∪⊕  
З а д а ч а 4. По заданному десятичному числу 131 заштриховать на диаграмме 

Эйлера для трех взаимно пересекающихся множеств А,В,С соответствующую область и 
записать её в виде объединения конституент единицы и нуля.  

Выполнить дополнение множества № 131, а также операции объединения, пере-
сечения, разности и симметрической разности множества № 131 с множеством № 100. 

Пусть задано множество № 131 на универсуме из трёх взаимно пересекающихся 
множеств А,В,С. Получим двоичный код десятичного числа: 13110 = (1⋅27+0⋅26 +0⋅25 

+0⋅24 +0⋅23 +0⋅22 +1⋅21+1⋅20) = 100000112. 
Получим таблицу конституент I (таблица 1). 

Таблица 1 

Таблица конституент I множества № 131 

Множества Конституента I Двоичный 
код 

 
А В С  
0 0 0 CBA ∩∩  1 20 
0 0 1 СBA ∩∩  1 21 
0 1 0 нет 0 22 
0 1 1 нет 0 23 
1 0 0 нет 0 24 
1 0 1 нет 0 25 
1 1 0 нет 0 26 
1 1 1 СВА ∩∩  1 27 
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В соответствие с данными таблицы 1 искомое множество представляется выраже-

нием: )СВА()СВА()СВА(М
000100111

№131 ∩∩∪∩∩∪∩∩= . 
Здесь над буквенными символами множеств в пересечениях указано входит ли 

оно в соответствующий заштрихованный сектор диаграммы Эйлера (1), либо не входит 
(0), таким образом, чтобы в каждой скобке получить единицу (дополнение нуля – еди-
ница). 

Изобразим диаграмму Эйлера (рисунок 2). 

1 111 11

0 10

0 00

 
Рисунок 2 − Диаграмма Эйлера для множества 

 

)СВА()СВА()СВА(М
000100111

№131 ∩∩∪∩∩∪∩∩=  

Нетрудно видеть, что множество № 131 в виде конституент ∅ в соответствие с 
данными таблицы 2.  

Таблица 2 
Таблица конституент ∅ множества № 131 

 

Множества Конституента ∅ Двоичный 
код 

 
А В С  
0 0 0 нет 1 20 
0 0 1 нет 1 21 
0 1 0 СBА ∪∪  0 22 
0 1 1 СBА ∪∪  0 23 
1 0 0 СВА ∪∪  0 24 
1 0 1 СВА ∪∪  0 25 
1 1 0 СВА ∪∪  0 26 
1 1 1 нет 1 27 

 

представляется выражением:  

)СВА()СВА()СВА()СВА()СВА(М
011101001110010

№131 ∪∪∩∪∪∩∪∪∩∪∪∩∪∪= . 

Здесь, наоборот, в объединениях над символами множеств, соответствующих не 
заштрихованным секторам диаграммы Эйлера, ставятся нули, а над символами допол-
нений множеств – единицы, таким образом, чтобы в каждой скобке получить нуль (до-
полнение единицы – нуль).  

Выполним операции над множеством, заданным десятичным числом № 131. 
Получим дополнение этого множества путём замены нулей на единицы и единиц 

на нули (таблица 3). Номер определенного таким образом множества – 124. Нетрудно 
видеть, что он получается путём вычитания номера 131 из 255, где 255 – это универсум 
для трёх взаимно пересекающихся множеств, то есть вектор из 8 единиц (единичный 
байт). 
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Таблица 3 

Дополнение множества № 131 
 

1 0 0 0 0 0 1 1 № 131 
0 1 1 1 1 1 0 0 № 124 

 

Получим объединение множества № 131 с множеством № 100: в таблице 4 едини-
ца в результате указывается в том случае, если в соответствующем столбце имеется 
единица хотя бы в одном множестве. Номер полученного множества 231. Нетрудно ви-
деть, что в данном случае номер результата получается путём суммирования номеров 
исходных множеств. 

Таблица 4 
Объединение множества № 131 и множества № 100   

1 0 0 0 0 0 1 1 № 131 
0 1 1 0 0 1 0 0 № 100 
1 1 1 0 0 1 1 1 № 231=(№ 131)∪(№ 100) 

 

Получим пересечение множества № 131 с множеством № 100: в таблице 5 едини-
ца в результате получается в том случае, если имеются совпадения единиц в исходных 
множествах. В нашем случае таких совпадений нет, поэтому в результате получается 
пустое множество № 0.  

Таблица 5 
Пересечение множества № 131 и множества № 100  

 

1 0 0 0 0 0 1 1 № 131 
0 1 1 0 0 1 0 0 № 100 
0 0 0 0 0 0 0 0 № 0=(№ 131)∩(№ 100)= ∅ 

 

Получим разность множества № 131 с множеством № 100: в таблице 6 единица в 
результате получается в том случае, если у уменьшаемого множества в столбце нахо-
дится единица, а у вычитаемого множества в соответствующем столбце – нуль. Таким 
образом, в результате получим множество № 131. 

Таблица 6 
Разность множества № 131 и множества № 100  

 
1 0 0 0 0 0 1 1 № 131 

0 1 1 0 0 1 0 0 № 100 

1 0 0 0 0 0 1 1 № 131=(№ 131)\(№ 100)  
 

Получим симметрическую разность множества № 131 с множеством № 100: в 
таблице 7 единицы в результате указываются в случае комбинаций 01 или 10 в соответ-
ствующих столбцах множеств. Номер определенного таким образом множества – 231.  

 

 
Таблица 7 

Симметрическая разность множества № 131 и множества № 100   

1 0 0 0 0 0 1 1 № 131 

0 1 1 0 0 1 0 0 № 100 

1 1 1 0 0 1 1 1 № 231=(№ 131) ⊕ (№ 100) 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 2 
Решение теоретико-множественных задач  

с использованием законов алгебры Кантора 
 

Цель занятия: научиться выполнять операции над множествами, заданными 
формулами, используя законы алгебры Кантора. 

 

Методика решения задач 
 

З а д а ч а   1. Доказать равенство множеств алгебраически: 
BAB)\(A\A ∩= . 

Преобразуем левую часть формулы, выразив разность через алгебраические опе-
рации пересечения и дополнения: 

ВААВ)\(А\А ∩∩= . 
Выполняем закон де Моргана: 

В)А(АВАА ∪∩=∩∩ . 
Применяем закон Порецкого: 

ВАВ)А(А ∩=∪∩ . 

З а д а ч а   2. Решить уравнение с одним известным множеством: 
∅=∩∪∩∪∩ )Х(ЕХ)))Е(Х()Х\Е(( . 

В задачах такого типа необходимо привести выражение к симметрической разно-
сти неизвестного Х и известного Е множеств. Для этого применяем законы алгебры 
Кантора. 

Вначале выражаем разность через пересечение и дополнение: 
∅=∩∪∩∪∩∩=∩∪∩∪∩ )Х(ЕХ))Е(Х(Х)Е(Х)(ЕХ)))Е(Х()Х\Е(( . 

Применив закон поглощения, получаем: 
∅=∪∪∩ )Х(EХ)Е( . 

Или раскрываем скобки, применяя закон дистрибутивности: 
)Х(ЕХ)ЕХЕ()ХХЕ(X)(EХ))Е(Х(Х)Е( ∩∪∩∩∩∪∩∩=∩∪∩∪∩∩ . 

Очевидно, что первая скобка приводит к получению пустого множества, поэтому 
получим: 

)Х(ЕХ)ЕХЕ( ∩∪∩∩∩ . 

Упрощая по закону повторения, получаем )Х(ЕХ)Е( ∩∪∩ . Видим, что имеется 
симметрическая разность: ХЕ)Х(ЕХ)Е( ⊕=∩∪∩ . 

Отсюда Е=Х. 

З а д а ч а 3. Решить уравнение с двумя известными множествами: 
DCX =∪ . 

При решении уравнений в алгебре множеств исходят из того, что:  
1) два множества равны тогда и только тогда, когда их симметрическая разность 

пуста; 
2) определяются условия, при которых уравнения имеют решение. 
Преобразуем уравнение к виду ∅=⊕∪ DC)(X . 
Любое уравнение, в правой части которого указано пустое множество, может 

быть преобразовано в уравнение с декомпозицией по неизвестному множеству X: 
∅=∩∪∩ )X(FX)(F 21 , где 21 F,F  – формулы, не содержащие X. 

Очевидно, что объединение пусто тогда и только тогда, когда объединяемые 
множества пусты: ∅=∩X)(F1  и ∅=∩ )X(F2 . 
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Полученные два уравнения и исходное уравнение имеют решение тогда и только 
тогда, когда 12 FXF ⊆⊆ . 

Поэтому необходимо определить 21 F,F , что и является результатом решения 
уравнения. 

Итак, ∅=⊕∪ DC)(X . Декомпозицию по X выполним, используя формулу сим-
метрической разности двух множеств, использующей только операции объединения, 
пересечения и дополнения: 

∅=∩∪∪∩∪ ]D)CX[(D]C)[(X , где D]C)[(X ∩∪  – разность D\C)(X∪ , 

]D)CX[( ∩∪  – разность C)(X\D ∪ . 
Выполняем алгебраические операции: 

∅=∩∩∪∩∪∩ ]DCX[D)](CD)[(X . 
В этой формуле не хватает пересечения известных множеств C∩D с неизвестным 

множеством X или его дополнением X . Этого можно добиться, используя пересечение 
с универсальным множеством, представленным в виде )X(X∪ : 

∅=∩∩∪∪∩∩∪∩ ]DCX[)]X(XD)(CD)[(X . 
Далее раскрываем скобки и применяем законы алгебры множеств: 

∅=∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩ )DCX()XD(CX)D(CD)(X . 
Здесь налицо поглощение: D)(XX)D(CD)(X ∩=∩∩∪∩ , поэтому: 

∅=∩∩∪∩∩∪∩ )DCX()XD(CD)(X . 

Выносим X  за скобку: ∅=∩∪∩∩∪∩ )]}DC(D)[(CX{D)(X . 

Обращаем внимание, что DC)]DC(D)[(C ⊕=∩∪∩ , поэтому: 

∅=⊕∩∪∩ ]}DC[X{D)(X . 

Таким образом: ∅=∩D)(X , ∅=⊕∩ )DC(X , то есть DX)DC( ⊆⊆⊕ .  
Для конкретных C,D имеется множество решений, удовлетворяющих такому вы-

ражению. 

З а д а ч а   4. Получить алгебраически конституенты по формуле CB)(A ∪⊕ . 
Заменим симметрическую разность алгебраическими операция-

ми СВ))А()В((АCB)(A ∪∩∪∩=∪⊕ . 
Для получения конституент проведём своего рода «расклеивание» пересечений по 

недостающим множествам, например, по С: IСС =∪ . 
Очевидно, что пересечение с универсумом не изменяет выражения: 

С)В(В)А(А)С(СВ)А()С(С)В(А ∩∪∩∪∪∪∩∩∪∪∩∩ . 
Раскрываем скобки, стараясь соблюдать порядок следования букв А, В, С в пере-

сечениях: 

С).ВА(С)ВА(

С)В(АС)В(А)СВА(С)ВА()СВ(АС)В(А

∩∩∪∩∩

∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩

 

Исключаем некоторые конституенты по закону повторения: 
С).ВА(С)В(А)СВА(С)ВА()СВ(АС)В(А ∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩∪∩∩

 

Получили те же конституенты, что и на диаграмме Эйлера (рисунок 1). 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 3 
Решение комбинаторных задач 

 

Цель занятия: научиться решать типовые комбинаторные задачи и уравнения. 
 

Методика решения задач 
 

З а д а ч а   1. Определить количество вариантов выращивания трёх сортов зерно-
вых культур на трёх различных полях. Предполагается, что на одном поле реализуется 
один вариант выращивания. 

Каждый вариант выращивания зерновых в этом случае есть выборка (3,3), вектор 
длины три по числу полей, составленный из трехэлементного множества сортов 
Т={t1,t2,t3}. Поэтому число вариантов выращивания – число размещений с повторения-
ми из трех по три: 

273А 33
3 ==


. 

З а д а ч а   2. Сколько различных подарочных наборов из двух предметов к жен-
скому дню 8 марта можно составить из трех типов товаров: парфюм, букет цветов, 
конфеты?  

На первый взгляд речь идёт о размещениях с повторением (по условиям задачи не 
запрещено повторять товар, например, два парфюма, два букета цветов или две короб-
ки конфет). Тогда получим 93А 22

3 ==


. Перечислим все варианты: 
 

№
  

Набор подарочный 

 парфюм парфюм 
 парфюм букет 
 парфюм конфеты 
 букет парфюм 
 букет букет 
 букет конфеты 
 конфеты парфюм 
 конфеты букет 
 конфеты конфеты 

 

Ясно, что от перестановки товаров набор не меняется, то есть вместо девяти вари-
антов будет шесть: (два парфюма), (парфюм, букет), (два букета), (букет, конфеты), 
(парфюм, конфеты), (две коробки конфет). 

Получим вектора – составы подарочных наборов в формализованном виде: 
(2,0,0) – два парфюма; 

(1,1,0) – парфюм, букет; 
(0,2,0) – два букета; 

(0,1,1) – букет, конфеты; 
(1,0,1) – парфюм, конфеты; 

(0,0,2) – две коробки конфет. 
Видим, что вектора имеют следующую особенность: сумма их компонент равна 2. 
Представим эти вектора в следующем виде: количество нулей в правой части таб-

лицы будет определять количество товаров, а единицы будут разделителями: 
 

Состав подарка     
(2,0,0) – парфюм, парфюм, 1, 1 0 0 1 1 
(1,1,0) – парфюм, 1, букет, 1 0 1 0 1 
(0,2,0) – 1, букет, букет, 1 1 0 0 1 
(0,1,1) – 1, букет, 1, конфеты 1 0 1 0 
(1,0,1) – парфюм, 1, 1, конфеты 0 1 1 0 
(0,0,2) – 1, 1, конфеты, конфеты 1 1 0 0 
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Из таблицы следует, что речь идёт о перестановках с повторениями элементов 
вектора из двух нулей и двух единиц: 

6
4

4321
2!2!
4!Р(2,2) =

⋅⋅⋅
== . 

Это не что иное, как сочетания с повторениями из трех элементов (количество ти-
пов товаров равно трем) по два (количество предметов равно двум): 

6
2!2!
4!

2)!-(42!
4!CCC 2

4
2

123
2
3 ===== −+


. 

З а д а ч а   3. Решить комбинаторное уравнение 21C 1x
1x =−
+ . 

Очевидно, что x∈N, где N – множество натуральных чисел:  

1)!2!-(х
1)х(х1)!-(х

1)!2!(х
1)!(х

1)!х-1(х1)!(х
1)!(х21С 1х

1х
+

=
−
+

=
++−

+
==−

+ . 

Отсюда, сокращая знаменатель: 

21,
2

1)х(х
=

+
 

поэтому x(x+1)=42, причём х можно легко определить путём подбора. Нетрудно 
видеть, что х=6. 

З а д а ч а   4. Определить число трёхэлементных подмножеств в четырёхэлемент-
ном множестве. 

В случае выделения подмножеств из множества возникают неупорядоченные вы-
борки без повторения элементов, т.е. сочетания без повторений. Таким образом, по со-
ответствующей формуле: 

4
3!1!
4!

3)!-(43!
4!C3

4 === . 

З а д а ч а   5. Рассмотрим флаг России. Имеется три полосы белого, синего и 
красного цветов. Необходимо определить, сколько трёхцветных флагов (из трёх про-
дольных полос) можно сшить из материала трёх цветов. 

Ясно, что повторения цветов не допускается, иначе мы не получим трёхцветного 
флага. Кроме того, выборка упорядоченная, поскольку имеет значение порядок следо-
вания цветов на флаге. Поэтому имеем размещение без повторений из трёх цветов по 
трём полосам: 

3
3
3 P63!

3)!-(3
3!2)1)(33(3А ====−−= . 

Таким образом, это ещё и перестановки ( 3P ) на множестве трёх цветов.  

З а д а ч а   6. Сколько существует вариантов расселения шести студентов в об-
щежитии в трёх двухместных комнатах? 

В этом случае имеем перестановки с повторениями, поскольку вариант расселе-
ния – вектор из трёх элементов, а каждый элемент равен двум – количеству мест (ком-
наты двухместные): 

90
212121
654321

2!2!2!
6!Р(2,2,2) =

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅

=
⋅⋅

= . 

 
Таким образом, в статье представлены методики решения задач по темам: 
1 Выполнение операций над множествами. 
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2 Решение теоретико-множественных задач с использованием законов алгебры 
Кантора. 

3 Решение комбинаторных задач. 
В следующей статье мы продолжим знакомство с методиками решения практиче-

ских задач по «Дискретной математике и математической логике». Будут рассмотрены 
методики по следующим четырем темам: 

1 Решение задач на графах. 
2 Задание переключательных функций. 
3 Определение свойств бинарных переключательных функций. 
4 Решение задач на применение законов алгебры переключательных функций и 

формул равносильных преобразований. 
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