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In unanesthetized nonimmobilized rabbit pulse flows of populations of cortical neurons were investi-
gated prior, during, and after 1-min microwave irradiation (wavelength 37.5 cm, power density 0.2-
0.3; 0.4; 0.5; and 40 mW/cm2). Changes of interspikes intervals depended on intensity of irradiation, 
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В статье исследуются квадратурные формулы с пограничным слоем для пространств 

функций [ ]baL m ,)(
1 . Для случаев пространств [ ]baL m ,)(

1  ( 3,2,1 === mmm ) приводятся 
асимптотически оптимальные и оптимальные квадратурные формулы с пограничным слоем, 
и описываются их некоторые свойства. 
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Теория приближенного интегрирования является развитым разделом вычисли-
тельной математики. Результаты проведённых исследований от-
носятся к тематике построения асимптотически оптимальных 
последовательностей квадратурных формул для пространства 
функций ( )[ ]baL m ,1  и выявления их особенностей. Методы ис-
следований и доказательств установленных результатов осно-
вываются на функциональном подходе к изучению и построе-
нию квадратурных формул, и взяты из работ Никольского С. М. 
[1], Крылова В. И. [2] и Половинкина В. И. [3]. Подынтеграль-
ные функции объединены в банахово пространство, а разность 
между интегралом и приближающей его комбинацией значений 
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подынтегральной функции рассматривается как результат действия линейного непре-
рывного функционала. Этот функционал называется функционалом погрешности квад-
ратурной формулы. Знание численного значения его нормы позволяет получать 
гарантированные оценки квадратурной формулы на элементах выбранного пространст-
ва.  

Рассматриваются последовательности усложнённых квадратурных формул пря-
моугольников и трапеций над линейным нормированным пространством ( )[ ]baL ,1

1 . 
Оцениваются нормы функционалов ошибок hhl ρ,  этих формул в сопряжённом 

пространстве ( ) [ ]baL ,*1
1 : 
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Конструктивно доказано, что функции, реализующие функционалы ошибок 
hhl ρ,  рассматриваемых формул прямоугольников и трапеций, получены друг из друга 

сдвигом при их периодическом продолжении. 

Теорема 1. Нормы функционалов погрешностей вычислений в сопряженном про-
странстве ( ) [ ]baL ,*1

1  для усложненных квадратурных формул прямоугольников и трапе-

ций над пространством функций ( ) [ ]baL ,1
1  совпадают: ( ) [ ] ( ) [ ]baL

h
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Асимптотически оптимальные квадратурные формулы  имеют минимальные нор-
мы функционалов ошибок среди норм функционалов погрешностей всех квадратурных 
формул для заданного класса функций. 

Теорема 2. Усложнённая формула трапеций асимптотически оптимальная квад-
ратурная формула с пограничным слоем в пространстве ( )[ ]baL ,1

1 . 

Теорема 3. Нормы функционалов ошибок последовательностей квадратурных 
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оператор конечной разности первого порядка, примененный к функции ( )xf   на час-
тичном интервале, достигают своего минимального значения при 0=λ .  

Теорема 3 доказывает, что усложнённая квадратурная формула трапеций среди 
всех квадратурных формул с пограничным слоем для пространства функций ( )[ ]baL ,1

1  
является не просто асимптотически оптимальной, а оптимальной. 

В работе [4] среди решетчатых квадратурных формул с пограничным слоем, 
функционалы ошибок которых имеют вид: 
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где tt ββαα ,,,,, 00 KK — числа, ( ) ( )( )baLxf ,2
1∈ , были построены оптимальные 

решетчатые квадратурные формулы с пограничным слоем для пространства ),()2(
1 baL , 
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функционалы ошибок которых имеют следующий вид: 
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—конечные разности второго порядка.  Метод доказательства был взят из работы [3].  
Через ),()2(

1 baL  обозначается банахово пространство, индуцированное полунормой 
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через ),(*)2(
1 baL — пространство, сопряженное к ),()2(

1 baL . 
Функционалы вида (2) удовлетворяют условиям: 

( ) ( ) 0,1, =ρ=ρ xhh .                                                          (3) 
Рассмотрим решетчатые квадратурные формулы, функционалы ошибок которых 

имеют вид: 
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где ( ) hbaLxf ρ∈ ),,()2(
1 — функционал вида (2), λ – постоянная. 

Теорема 4. Решетчатые квадратурные формулы с функционалами ошибок вида 
(4) оптимальны при [ ]0;22875.2 +−∈λ . 

Доказательство. Согласно [2, c. 210-211] существует функция ( )xG h  такая, что  
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где ( )xF h — функция, реализующая функционал hρ  (2). Явный вид функции 
( )xF h  получен в работе [4]: 
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Явный вид функций ( )xF h
1  получен в работе [4] 
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Обозначим в равенстве (5) через ( ) ,
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Из формул (5) – (8) следует, что функция ( )xG h , реализующая функционал hγ , 
имеет вид: 
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Для того, чтобы квадратурные решетчатые формулы с функционалами ошибок 
вида (4) были оптимальны необходимо, чтобы выполнялось неравенство: 
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Нормы функционалов hh ργ ,  в пространстве ),(*)2(
1 baL  определяются в [3]:  
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соответственно. 
Определим при каких значениях λ  
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На интервалах [ ] [ ]bhbhaa ;,; −+  функции ( ) ( )xFxG hh ,  тождественно равны. 
Рассмотрим случай, когда [ ]hbhax −+∈ ; . 

1). Если [ ]hahax 2; ++∈ , функция ( )xG h  в (9) задается формулой:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).25.15.0 22 haxhhhhaxhaxxG h −−λ+−+−−−−−=  
Функция ( )xG h , [ ]hahax 2; ++∈  может достигать своего максимума хотя бы в 

одной из трех точек: на концах интервала или в экстремуме функции ( )xG h точке 
hhax 5.10 +−= λ  . 

А). Пусть [ ]hahax 2;0 ++∈ , т.е. 
hahhaha 25.1 +≤+λ−≤+  

или 
5.05.0 ≤λ≤− . 

Вычислим три значения: ( ) ( ) ( )0,2, xGhaGhaG hhh ++ : 
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Для того, чтобы на интервале [ ]haha 2; ++  выполнялось неравенство: 
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необходимо выполнение следующих условий: 
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Решением системы (11) является множество значений ⎥⎦
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⎡ −−∈λ 0;25,125,0 . 

Б). Пусть [ ]hahax 2;0 ++∉ , тогда для того, чтобы выполнялось условие (10) не-
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Решение систем (12) — пусто. 
Окончательно имеем, что  
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2). Если ( )( ] 3,2,1; −=+++∈ nihiaihax  , функция ( )xG h  в (9) задается фор-
мулой: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 222 25.15.0 hhhihaxihaxxG h λ+−+−−−−−= . 
Аналогично рассуждениям, проведенным в пункте 1), выведем условия наλ , при 

которых  
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если [ ]0;22375.1 +−∈λ . 
В виду симметричности функции ( )xG h на [ ]ba ; , неравенств (13), (14) имеем, что 

( )[ ] ( )[ ]baL
h

baL
h FG

,, 22
∞∞

≤ , если [ ]0;22875.2 +−∈λ . Таким образом, теорема доказана. 

Теория построения оптимальных и асимптотически оптимальных последователь-
ностей квадратурных формул с пограничным слоем в пространствах ( )[ ]baL m ,1  сущест-

венно отличается от аналогичной теории в пространствах ( )[ ] 1,, >pbaL m
p . Свойство 

последовательности квадратурных формул с пограничным слоем – быть асимптотиче-
ски оптимальной в пространствах ( )[ ] 1,, >pbaL m

p  полностью определяется ее сопут-
ствующим числом [3]. Это свойство сопутствующего числа неверно в случае 
пространств ( )[ ]baL m ,1 . 

Теорема 5. [4] Можно построить семейство последовательностей оптимальных 
квадратурных формул типа Грегори в пространстве ( )[ ]baL ,2

1 , множество сопутствую-
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щих чисел, которых покрывают интервал ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− 22

6
19;

12
3122 . При этом разным форму-

лам из этого семейства соответствуют разные сопутствующие числа. 
В работе [6] доказано существование семейства асимптотически оптимальных 

решетчатых квадратурных формул с пограничным слоем для интегрируемых функций 
из пространства ( )[ ]baL ,3

1 . 

Теорема 6. Решетчатые квадратурные формулы в пространстве ( )[ ]baL ,3
1  с функ-

ционалами ошибок  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++−++µ−+

+−++µ+λ−+

+−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ−λ++

+−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+λ−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+

−=

∑

∫
−

=

µλ

5

5

,

441

3331

2233
24
23

3
6
7

8
3

,

n

i

b

a

h

ihafhbfhaf

hbfhaf

hbfhaf

hbfhafbfaf

hdxxfxfxl
, 

9≥n асимптотически оптимальны при 47050388918345,00 =λ  и [ ]0,0µ∈µ , где 
11070278372371,00 −=µ . 

Автор считает, что проводимое исследование позволило построить не только 
асимптотически оптимальные формулы интегрирования, но и среди них выделить се-
мейства оптимальных (случаи 1=m  и 2=m ). Полученные новые формулы интегриро-
вания  имеют минимальные погрешности, чем известные формулы Грегори, и 
рекомендуются для применения. 
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The author researches the quadrature formulas with boundary layer for spaces of functions [ ]baL m ,)(
1

. For cases of spaces [ ]baL m ,)(
1  ( 3,2,1 === mmm ) the author show examples of asymptotically 

optimal and optimal quadrature formulas with boundary layer and write their properties. 
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