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Современные технические системы представляют собой сложные динамические объекты с автома-
тизированным или автоматическим управлением. Передовыми в этом направлении являются объекты 
авиационной, космической и ракетной техники. Однако увеличение числа выполняемых ими функций, 
усложнение алгоритмов работы и переход, в целом, к интеллектуализации выдвигает на первый план 
проблему их сопровождения, т.е. оценку состояния при заданном управлении. На практике исследование 
свойств динамических объектов, к примеру, космической техники, осуществляется путем математи-
ческого моделирования поведения объекта в условиях, приближенных к реальным. При этом качество 
проведенной оценки параметров состояния объекта определяет адекватность математической моде-
ли реальному объекту. В этом случае основное внимание уделяется повышению точности, снижению 
вычислительных затрат и устойчивости алгоритмов оценивания состояния удаленного управляемого 
объекта (космического аппарата). В статье рассматривается новый алгоритм оценивания состояния 
на основе совмещенного с физическими принципами синтеза, удовлетворяющий обозначенным условиям.
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Стремительное развитие средств массовой телекоммуникации, сотовой и спутниковой связи тре-
бует задействования при своей эксплуатации все более мощных систем обработки и передачи 

информации. К таким системам относится различного рода космическая техника.
Тенденция к микроминиатюризации космической техники в спутникостроении закономерно при-

водит к созданию малогабаритных, сложноуправляемых объектов, одной из основных проблем кото-
рых является их сопровождение при воздействии различных внешних сил.

Данная задача не является новой [1; 2; 7]. Для ее решения предложено множество различных 
методов. Основные из них построены на базе теории статистического синтеза, предполагающей пред-
ставление управляющих воздействий в виде марковского процесса, и требующие решения уравнения 
Стратановича [7]. Это связано с существенными вычислительными затратами, что ограничивает воз-
можность применения подобных методов в реальном масштабе времени. Известны подходы, состоя-
щие в определении расширенного вектора состояния и использовании соответствующих линейных и 
нелинейных фильтров [5]. Однако увеличение размерности на практике приводит к известному эффек-
ту «размазывания точности» и снижению устойчивости алгоритмов.

В настоящей работе предложен подход, заключающийся в рассмотрении неизвестных управлений 
как сил, вынуждающих нелинейную динамическую систему следовать по зашумленной наблюдаемой 
траектории, как оптимальных. Для их нахождения, например, можно использовать принцип максимума 
Л.С. Понтрягина, который в теории оптимального управления считается наиболее конструктивным [6]. 
Тогда необходимо решать двухточечную краевую задачу с известными граничными условиями, что, 
как правило, приводит к увеличению вычислительных затрат и сложности вычислительных процедур.

Поэтому для решения задачи оценки параметров маневрирующих космических аппаратов пред-
лагается использовать естественные свойства объекта в виде вариационного принципа Гамильтона 
– Остроградского, который обеспечивает получение алгоритмов, отличающихся высокой точностью 
оценивания, простотой, универсальностью, небольшим объемом вычислительных затрат [1; 2]. Кроме 
того, в этом случае структура алгоритмов оценки не зависит от выбора системы координат, что исклю-
чает необходимость нелинейных преобразований измерительных шумов и позволяет повысить точ-
ность оценки параметров движения летательных аппаратов.

Математическая постановка задачи. Общим принципом, содержащим в себе все положения 
динамики материальной системы, является принцип Гамильтона – Остроградского, согласно которому 
выполняется равенство нулю элементарного значения [6]

0

( ) 0
kt

t

R T A dtδ δ δ= + =′ ′∫ ,                                                            (1)

интеграла действия

0

( ) ,
kt

t

R T A dt= +∫                                                                          (2)

Modern technical systems are complex dynamic objects with automated or automatic control. Advanced in this 
direction are objects of aviation, space and rocket technology. However, the increase in the number of functions 
performed by them, the complication of work algorithms, and the transition, as a whole, to intellectualization 
highlight the problem of their maintenance, i.e. assessment of the state for a given control. In practice, the study 
of the properties of dynamic objects, for example, space technology, is carried out by mathematical modeling 
of the behavior of an object in conditions close to real ones. Moreover, the quality of the assessment of the state 
parameters of the object determines the adequacy of the mathematical model to the real object. In this case, the 
main attention is paid to improving accuracy, reducing computational costs and stability of algorithms for assess-
ing the state of a remote controlled object (spacecraft). The article considers a new state estimation algorithm 
based on synthesis combined with physical principles that satisfies the indicated conditions.
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где Т – кинетическая энергия, 

0

( )

( )

= ∫
kq t

q t

A Qdq  – обобщенная работа, 

Q – обобщенная сила, 
q – обобщенная координата.
Из (2) с учетом (1) вытекает дифференциальное уравнение Лагранжа второго рода [3]

, 1,s
s s

d T T Q s n
dt q q

 ∂ ∂− = = ∂ ∂ �
.                                                   (3)

Вектор обобщенных сил рассматривается как смесь полезных вынуждающих сил и различных 
случайных воздействий 

[ ]= + ≤ > ∈s s s s s kQ Q Q Q K K Q L t t1 2 1 2
2 0; , 0; , .                                       (4)

Уравнение наблюдения имеет вид:

( ) ( ), ( ) ξ= +y t H q t t ,                                                              (5)

где nH R∈  – известная вектор – функция, 
ξ ∈ lR – вектор случайных воздействий на канал наблюдения с известной интенсивностью.
В пространстве наблюдений введем целевой функционал
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где  n nRξ
×∈R  – диагональная весовая матрица, характеризующая интенсивность помех в канале на-

блюдений, 
T – знак транспонирования.
Тогда имеет место следующая формулировка обратной задачи динамики: определить вектор 

обобщенных сил Q как функцию обобщенных координат и обобщенных скоростей 2( ) nq,q R∈�  и со-
ответствующую ему траекторию ( ) nq t R∈ , обеспечивающие минимум целевого функционала

J1→min                                                                                     (7)

при условии (3) и ограничении (4).
Для решения поставленной задачи (3)–(7) сконструируем с помощью метода неопределенных 

множителей Лагранжа расширенный функционал

1 minJ J Rλ= + → ,                                                         (8)

где λ – неопределенный множитель Лагранжа.
Применение аппарата негладкого анализа для исследования (8) на экстремум позволило полу-

чить необходимое условие минимума в форме теоремы объединенного принципа максимума [1]: для 
динамической системы (3) при ограничении (4) необходимое условие минимума целевого функциона-
ла (6) определяются максимумом функции
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где λ – постоянный множитель Лагранжа, 
( ) [ ]2 0, ,n

kQ q q L t t∈�  – обобщенная сила, 
Vs(q) – фиктивная обобщенная сила
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а условие трансверсальности выражением

1
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Легко выяснить, что множество, на котором функция Φ (9) достигает максимума, определя-
ется совпадением знаков сомножителей sign[ ] sign ,s s sQ W qλ + = �  или их пропорциональностью 
[ ] ( , ) ,s s s sQ W q q qλ µ+ = � �  где ( , )s q qµ �  – синтезирующая знакоотрицательная функция. Поэтому тео-
рема позволяет с точностью до функции ( , )s q qµ �  определить множество обобщенных сил

( ) ( ) ( ){ }1, , ,  1,s s s sQ q q q q q V q s nλ µ−= − =� � � .                                 (12)

Равенства (11) определяют в фазовом пространстве гиперповерхность переключения управле-
ния. Так как на этой гиперповерхности обобщенная сила равна нулю, то 

( , , ) ( , ) ( , ) ( )L q q t T q q F q q A Q constλ= − = =� � � .                            (13)

Преобразование Лежандра функции ( , , )L q q t�  (13) по переменным sq�  есть функция Гамильтона
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в которой величины sq�  выражены через qs, ps, t при помощи уравнений s
s

Lp
q

∂=
∂ �  для обобщенных им-

пульсов; при этом при проведении преобразования величины q, t играют роль параметров. Здесь Ask – 
алгебраическое дополнение элемента ask гессиана кинетического потенциала.

Равенство (14) показывает, что поверхности переключения являются изоэнергетическими. Отку-
да по уравнениям Уиттекера определяется синтезирующая функция на этой поверхности

� ( , ) ss
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� .                                                (15)

Пример. В качестве примера проведем оценку состояния модели летательного аппарата, уравне-
ния движения которого в декартовой системе координат могут быть записаны в следующем виде [7]:

( )
( )
( )

2 1 1 1 1
1 2 3

2 1 1 1 1
1 2 3

2 1 1
1 3

0.5 ,

0.5 ,

0.5 ,

n n

n n

n

x v u xv u yv u xzv v

y v u yv u xv u yzv v

z v u zv u v v g

ρ

ρ

ρ

− − − −

− − − −

− −

= − −

= − + −

= − + −

�� � � ��

�� � � � �

�� �

                                         (16)

где и1, и2, и3 – приведенные аэродинамические коэффициенты, 
 v, vn – скорость центра масс и планерная скорость.
Наблюдения при измерении наклонной направляющих косинусов дальности (16) определяются 

следующим образом: 
2 2 2
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                                      (17)

где n1, n2, n3 – белый гауссовский независимый шум, имеющий нулевое математическое ожидание и за-
данную дисперсию, 

h1, h2, h3 – обобщенные криволинейные неортогональные координаты.
Пусть требуется найти такие оценки действующей на динамическую систему (17) силы � sQ , а 

также соответствующую ей траекторию � sh , что
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где sβ  – константы, определяющие неопределенности шумов наблюдения.
Для (18) рассмотрим два случая.
1.  Искомые силы, рассматриваемые как причинные характеристики, имеющие регулярный ха-

рактер, которые выбираются из класса кусочно-постоянных функций, что соответствует предположе-
нию о управляемом движении летательного аппарата [2].

2.  Искомые силы, имеющие сингулярный характер, рассматриваются как элементы пространства 
[ ]2 0 , kL t t , что соответствует предположению о движении летательного аппарата под действием неко-

торых неизвестных сил.
Пусть 

1
sQ K≤ , 0K > .                                                                    (19)

Тогда из (12) с учетом (5), (10), (15) и (19) получим 
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где as характеризует инерционные свойства системы.
Пусть

[ ]2
2 0 ,s kQ L t t∈ .                                                                      (21)

Выбрав синтезирующую функцию � �( , )s h hµ
i

 в форме (15), запишем для второго этапа предлагае-
мого алгоритма (21) 
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С учетом (3), (4) на основе (20), (22) получим следующие уравнения оценки � sQ  по измерениям Ys:
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                      (23)

Оценка эффективности предлагаемого метода проведена на основе численного моделиро-
вания (23) для различных значений интенсивности маневра и среднеквадратическое отклонение 
(СКО) шумов наблюдений. Результаты моделирования для наклонной дальности приведены на ри-
сунке 1, где обозначено: кривая 1 – оценка последовательного алгоритма, содержащего уравнения 
(20), (22); кривая 2 – оценка, полученная на основе (22) [2]; кривая 3 – оценка, полученная для (20); 
кривая 4 – оценка фильтра Калмана – Бьюси (ФКБ) [8]; кривая 5 – оценка нечетко-логического 
фильтра [4].
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Рисунок 1 – Зависимость СКО оценки 
от СКО шума измерения

Заключение

Результаты численного моделирования позволяют говорить о высокой эффективности нового ал-
горитма комплексной оценки параметров управляемых удаленных объектов в сравнении с классиче-
скими методами обработки измерительной информации [4; 6–8], а также полученными в [1; 2] на осно-
ве совмещенного с физическими принципами синтезе. Эффективность понимается в смысле точности 
и устойчивости полученного алгоритма.

Поскольку принята оптимизационная постановка задачи [7], то нет необходимости в использо-
вании гипотезы движения удаленного объекта, кроме предположения о принадлежности искомой силы 
Лебегову функциональному пространству. Это является существенным преимуществом предлагаемого 
алгоритма перед традиционными. Кроме того, нет необходимости решения двухточечной краевой за-
дачи как в принципе максимума Л.С. Понтрягина, который традиционно считается более конструктив-
ным, чем принцип динамического программирования Р. Беллмана [6].

Полученные результаты могут найти широкое применение при построении математических мо-
делей динамических систем с целью исследования их свойств.
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