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В работе обсуждаются алгоритмы численного решения двумерных уравнений Навье-
Стокса для вязкого теплопроводного газа. Дискретизация уравнений по времени осуществля-
ется полу-Лагранжевым методом, часто называемым обобщенным методом характеристик,  
иногда – методом траекторий. А дискретизация по пространству реализуется методом ко-
нечных элементов. Особое внимание уделяется возможному виду краевых условий для замыка-
ния вычислительной области и последствий их использования при численном моделировании на 
примере тестовой задачи протекания газа в канале.  
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При решении уравнений Навье-Стокса для вязкого теплопроводного газа в огра-
ниченной вычислительной области возникает проблема выбора краевых условий на 

границе истечения газа. К настоящему времени сложилось 
множество подходов к выбору таких краевых условий [1]. Мы 
рассмотрим два из них на примере задачи протекания газа в ка-
нале. Для этого в качестве области определения возьмём еди-
ничный квадрат Ω  с границей Г, состоящей из четырёх 
сегментов:  

1 {( ) 1 0 (0 0 1 0)}x y x yΓ = , : = . , ∈ . , . ;  

2 {( ) (0 0 1 0] 0 0}x y x yΓ = , : ∈ . , . , = . ; 

3 {( ) 0 0 [0 0 1 0]}x y x yΓ = , : = . , ∈ . , . ; 

4 {( ) (0 0 1 0] 1 0}x y x yΓ = , : ∈ . , . , = . . 
Для аппроксимации задачи по времени введем равномерную сетку с шагом 

T Mτ = : 
{ : , 0,..., }k kt t k k Mτω = = τ = . 

Для произвольной функции ( , , )t x yϕ  мы будем использо-

вать обозначения ( , ) ( , , )k
kx y t x yϕ = ϕ  и , ( , , ).k

l m k l mt x yϕ = ϕ  
В этой работе мы опустим этап полу-Лагранжевой дис-

кретизации уравнений Навье-Стокса по времени. Он подробно 
изложен в работе [2] и в настоящее время опубликован в ряде 
статей [3-6]. Его суть заключается в том, что совокупность 
первых производных (субстанциональная или Лагранжева 
производная) заменяется с помощью разностной производной 
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назад по времени вдоль траектории движения частицы. В итоге из четырёх уравнений 
системы Навье-Стокса на каждом шаге по времени получается система стационарных 
уравнений, не содержащих производных по времени.  

Кроме того, для обеспечения устойчивости и сходимости приближенных решений 
метода конечных элементов в норме пространства 2( )L Ω  мы производим следующую 
замену искомых переменных  

1 2σ = ρ , 1 2eε = . 
С учетом положительности плотности ρ  и энергии e  эта замена не производит 

комплексных чисел. 
Итак, мы начинаем описание дискретизации уравнений 

Навье-Стокса по пространству с момента, когда дискретизация 
по времени на временном слое 1kt +  уже проведена и получен-
ные уравнения представляют собой систему эллиптических 
уравнений второго порядка для двух компонент скорости 

( , )u v=v  и «энергии»ε , а также одного уравнения первого по-
рядка для «плотности»σ . Для них мы применим  метод конеч-
ных элементов с кусочно-билинейными базисными функциями 
и используем для интегрирования по ячейкам простые квадра-
турные формулы [1, 7]. 

В целях упрощения изложения возьмем равномерную 
квадратную сетку по пространству с координатами 

0 1 0 1l mx lh y mh l n m n= , = , = , ,..., , = , ,..., , c шагом 1h n= / . Множество узлов этой сетки 
обозначим через { ( )h l m l ms x y,Ω = = , : 0 1 0 1 }l n m n= , , ..., , = , , ...,  и введем множество 

внутренних узлов h hS = Ω ΩI . 
Краевые условия в задачах газовой динамики играют важную роль, поскольку  

единственность решений исходных дифференциальных задач определяется, в том чис-
ле, граничными и начальными условиями. Кроме того, учет граничных условий суще-
ственно влияет на устойчивость и экономичность алгоритмов, а также на точность 
решения.  

При решении уравнений Навье-Стокса на входе в канал 3Γ  обычно задаются ус-
ловия невозмущенного потока: 

3 inΓ =v v , 
3

ine e
Γ
= . 

А на твердых границах канала 2 4иΓ Γ задается условие прилипания  
0 2, 4

s
sΓ = , =v ,  

а также условие тепловой изоляции, то есть равенство нулю производной от внут-
ренней энергии по нормали к твердой стенке  

0, 2,4
s

e s
n Γ

∂
= =

∂
. 

На выходной границе 1Γ  предположим отсутствие возвратных течений. Тогда для 
уравнения плотности на этом участке не требуется краевых условий, но необходимо 
задать краевые условия для компонент скорости и внутренней энергии. Зачастую на 
практике применяются приближенные так называемые «мягкие» условия вида  

0 0 ( 1 2 3)
s s

s s
f W s

x x
∂ ∂

= , = = , ,
∂ ∂

, 
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предполагающие установление функций f или потоков W в продольном направле-
нии x при подходе к выходной границе. Точность их использования и влияние на реше-
ние внутри области обычно исследуются численно варьированием положения входной 
границы и проверкой законов сохранения в  расчётной области. Приведённые простей-
шие типы краевых условий, конечно, не описывают всего их многообразия. 

Краевое условие Дирихле в методе конечных элементов может показаться экзоти-
ческим. Кажется, что для этого либо надо знать непростое поведение искомого реше-
ния на выходе из области, либо многократно увеличивать вычислительную область для 
достижения невозмущённого потока на выходе из неё. Между тем, с учётом полу-
Лагранжевого подхода такие краевые условия уже не выглядят слишком экзотически-
ми. В самом деле, предположим ситуацию, когда давление на выходе уже выровнялось, 
трение практически отсутствует, а главную роль играет лишь инерционный перенос га-
за и его свойств. Тогда за счет аппроксимации получающихся уравнений первого по-
рядка [8] полу-Лагранжевым подходом на каждом слое по времени действительно 
получается краевое условие Дирихле. 

Для узла, в котором ставится граничное условие Дирихле, значение искомой 
функции известно и соответствующее вариационное уравнение не возникает. Поэтому 
при проведении вычислений с этими условиями для каждой компоненты скорости по-
лучается ( 1) ( 1)n n− × −  уравнений, а для «энергии» – ( 1) ( 1)n n− × +  с учетом краевых 
условий Неймана, которые не устраняют необходимости построения вариационных 
уравнений в граничных узлах 2 4и  h hΩ Γ Ω ΓI I . Для примера выпишем вариацион-
ные уравнения только для внутренних узлов ( )l m hs S, ∈  вычислительной области. 

Для 1k
l m
+
,σ  получаем схему следующего вида: 

1
1 1 1 1

1 1 1 1( ) ( ) ( )
4 4

k k k k k k k k
l m l m l m l m l m mlu u v v X Yh h

+
+ , − , , + , − ,

⎛ ⎞+ − + − σ = σ ,⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠
, 1 1l m n, = , ..., − .  

Здесь и далее  координаты ( )k k
mlX Y,  означают точку выхода траектории частицы 

из плоскости ,kt t= приходящую в узел ( , )l mx y  на слое 1kt t += . 
Вариационные уравнения количества движения для продольной составляющей 

скорости u  после дискретизации получаются в следующем виде: 
1 1

1 1 1 12 2
2 1( ) ( )

3 Re 2 Re
k k k k k k
l m l m l m l m l m l mu u

h h
+ +

− , , − , , − , , −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− µ +µ − µ +µ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1
1

1 1 1 12 2
2 1( 2 ) ( 2 )

3 Re 2 Re

k
l m k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l mu
h h

+
, +

− , , + , , − , , + ,

⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥+ µ + µ +µ + µ + µ +µ −

τ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 1
1 1 1 12 2

1 2( ) ( )
2 Re 3 Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mu u

h h
+ +

, , + , + , + , + ,
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

µ +µ − µ +µ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
6 4 4 6Re Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mv v

h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− , , − − , − , + − , − , +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
µ − µ + µ − µ +  

1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
4 6 6 4Re Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mv v

h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟, − + , + , − + , , + + , +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
µ − µ + µ − µ =  

1

1 1
1( ) ( ) 1 1
2

k
l m k k kk k

l m l mmlu P P l m nX Y h

+
,

+ , − ,
ρ

, − − , , = ,..., −
τ

. 
 

Здесь µ  – вязкость; P – давление. 
Для компоненты скорости v  после дискретизации получаются следующие алгеб-

раические уравнения: 
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1 1
1 1 1 12 2

1 2( ) ( )
2 Re 3 Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mv v

h h
+ +

− , , − , , − , , −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− µ +µ − µ +µ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1
1

1 1 1 12 2
1 2( 2 ) ( 2 )

2 Re 3 Re

k
l m k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l mv
h h

+
, +

− , , + , , − , , + ,

⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥+ µ + µ +µ + µ + µ +µ −

τ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 1
1 1 1 12 2

2 1( ) ( )
3 Re 2 Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mv v

h h
+ +

, , + , + , + , + ,
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

µ +µ − µ +µ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
6 4 4 6Re Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mu u

h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟, − − , − , − − , , + − , +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
µ − µ + µ − µ +  

1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
4 6 6 4Re Re

k k k k k k
l m l m l m l m l m l mu u

h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ , , − + , − , + + , + , +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
µ − µ + µ − µ =  

1

1 1
1( ) ( ) 1 1
2

k
l m k k kk k

l m l mmlv P P l m nX Y h

+
,

, + , −
ρ

, − − , , = ,..., −
τ

 

И, наконец, для ε  во внутренних узлах получаем следующие алгебраические 
уравнения: 

1
1 1 12 2( ) ( )

2 PrRe 2 PrRe

k
l m k k k k k

l m l m l m l m l mk
l mh h
, +

, − , − , , − ,
,

⎡ ⎤µγ γ⎢ ⎥ε − ε − µ +µ ε +
⎢ ⎥ε⎣ ⎦

 

1
1 1 12 2( ) ( )

2 PrRe 2 PrRe

k
l m k k k k k

l m l m l m l m l mk
l mh h
, +

, , − , − , , −
,

⎡ ⎤µγ γ⎢ ⎥ε − ε − µ +µ ε +
⎢ ⎥ε⎣ ⎦

 

1

1 1 1 12 (4 )
2 PrRe

k k
l m l m k k k k k

l m l m l m l m l mk
l mh

+
, ,

, + , − , , + , −
,

⎡ρ µγ⎢ − ε − ε − ε − ε − ε +
τ⎢ ε⎣

 

1
1 1 1 12 (4 )

2 PrRe
k k k k k k
l m l m l m l m l m l m

h
+

, + , − , , + , − ,
⎤γ

µ +µ +µ +µ +µ ε −⎥
⎦

 

1
1 1 12 2( ) ( )

2 PrRe 2 PrRe

k
l m k k k k k

l m l m l m l m l mk
l mh h
, +

, + , , , + , +
,

⎡ ⎤µγ γ⎢ ⎥ε − ε + µ +µ ε −
⎢ ⎥ε⎣ ⎦

 

1
1 1 12 2( ) ( )

2 PrRe 2 PrRe

k
l m k k k k k

l m l m l m l m l mk
l mh h
, +

+ , , , + , + ,
,

⎡ ⎤µγ γ⎢ ⎥ε − ε + µ +µ ε =
⎢ ⎥ε⎣ ⎦

 

1
1 1 1 1

1 1 1 1
1( ) ( )

4

k k
l m l mk k k k kk k

l m l m l m l mml k
l m

P
u u v vX Y h

+
, , + + + +

+ , − , , + , −
,

ρ
ε , − − + − +

τ ε
 

( )1 1 2 1 1 2
1 12

1 ( ) ( )
6 Re

k
l m k k k k

l m l m l m l mk
l m

u u u u
h

, + + + +
+ , , , − ,

,

µ
− + − +

ε
 

( )1 1 2 1 1 2
1 12

1 ( ) ( )
6 Re

k
l m k k k k

l m l m l m l mk
l m

v v v v
h

, + + + +
, + , , , −

,

µ
− + − +

ε
 

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 1 1 12

1 ( ) ( )
8 Re

k
l m k k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l m l mk
l m

v v u u v v u u
h

, + + + + + + + +
+ , , , + , , − , , + ,

,

µ ⎡ − + − + − + − +⎣ε
 

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 1 1 1( ) ( )k k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l m l mv v u u v v u u+ + + + + + + + ⎤
+ , , , , − , − , , , − ⎥⎦

− + − + − + − +  
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1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 1 1 1

1 ( ) ( )
12Re

k
l m k k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l m l mk
l m

u u v v u u v v, + + + + + + + +
+ , , , + , , − , , + ,

,

µ ⎡ − − + + − − + +⎣ε
 

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 1 1 1( ) ( ) 1 1k k k k k k k k

l m l m l m l m l m l m l m l mu u v v u u v v l m n+ + + + + + + + ⎤
+ , , , , − , − , , , − ⎥⎦

− − + + − − + , , = ,..., − . 

Уравнения для граничных узлов на 2 4иΓ Γ с учетом условия Неймана имеют не-
сколько другой вид. 

Напомним, что краевые условия Неймана учитываются уже на этапе вывода сла-
бой (интегральной) формулировки задачи, когда возникают (криволинейные) интегра-
лы на соответствующих участках границы после интегрирования по частям некоторых 
слагаемых. Далее приведём вариационные алгебраические уравнения, соответствую-
щие узлам 1l m hs , ∈Ω ΓI  для компонент скорости и «энергии» после использования 
граничных условий 0n∂ / ∂ =U , где ( )u v= , ,εU . 

Для компоненты скорости u  получаем  
1 1

1 1 1 12 2
2 1( ) ( )

3 Re 4 Re
k k k k k k
n m n m n m n m n m n mu u

h h
+ +

− , , − , , − , , −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− µ +µ − µ +µ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1
1

1 1 12 2
2 1( ) ( 2 )

2 3 Re 4 Re

k
n m k k k k k k

n m n m n m n m n m n mu
h h

+
, +

− , , , − , , + ,

⎡ ⎤ρ
⎢ ⎥+ µ + µ + µ + µ +µ −

τ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1
1 12

1 ( )
4 Re

k k k
n m n m n mu

h
+

, , + , +
⎡ ⎤

µ +µ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
6 4 4 6Re Re

k k k k k k
n m n m n m n m n m n mv v

h h

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− , , − − , − , + − , − , +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
µ − µ + µ − µ +  

1 1
1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1
4 6 6 4Re Re

k k k k k k
n m n m n m n m n m n mv v

h h
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Для «энергии» получаем  
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На использование вязкости, гладко обращающейся в нуль, повлияли два мотива. 
Во первых, обращение в нуль вязкости означает превращение уравнений параболиче-
ского типа второго порядка в уравнения первого порядка. Одновременно со стабилиза-
цией давления это приближает поведение среды только к инерционному переносу газа 
и его параметров вдоль траекторий. Во вторых, на входе в канал образуется разрыв 
данных на концах отрезка 3.Γ  В них не совпадают пределы скорости u : по x  он равен 
нулю за счет прилипания, а по y  - невозмущенной скорости. Условие с исчезающей 
вязкостью на входе примиряет между собой тип уравнений и краевых условий. 

Например, исчезающая вязкость на выходе из канала реализуется путем подста-
новки вместо динамической вязкости в уравнения количества движения и внутренней 
энергии функции следующего вида: 

( )
( )

2 2

2 2 2

( 1) , [0 1 ],

( ) ( 1) (1 2 )( 1 ) ( ) (1 1 ],

0, (1 1]

M x b

t x y M x b c x c b c x b c

x c

ω

ω

⎧
γ γ − ε ∈ , −⎪

⎪
⎪µ , , = γ γ − ε × − − + − + / − , ∈ − , −⎨
⎪

∈ − , .⎪
⎪⎩

     (1) 

Согласно (1) динамическая вязкость на отрезке [0 1 ]x b∈ , −  равна своему расчет-
ному значению, на отрезке (1 1 )x b c∈ − , −  убывает от расчетного значения до нуля и 
равна нулю на (1 1]x c∈ − , . В результате такого приёма в области (1 1]x c∈ − ,  уравнение 
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Рис. 3. M = 2   Re = 32 10×  

 
Рис. 4. M = 4   Re = 32 10×  

 
 

Рис. 5. M = 2   Re = 410  

 
Рис. 6. M = 4   Re = 410  

 

По рисункам можно сделать вывод, что уменьшение вязкости около выходной границы в не-
которых случаях обеспечивает уменьшение погрешности вычислений по сравнению с условиями 
Неймана для определенных чисел Маха и Рейнольдса. Отчетливо это проявляется при Re = 410 . 

 
Рис. 7. Распределение динамического коэффициента вязкости µпри 50t =  

c параметрами 0 2 0 1b c= . , = .  
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In this paper, algorithms are discussed for numerical solution of the two-dimensional Navier-Stokes 
equations of viscous heat-conductive gas. Discretization of equations in time is realized by semi-
Lagrangian method which often is called as the generalized method of characteristics or trajectories. 
And discretization in space is fulfilled by the finite element method. Particular attention is paid to the 
possible form of the boundary conditions for the closure of the computational domain and their impli-
cations for the numerical simulation in a test problem of gas flow in the channel as an example.  
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В статье рассматривается постановка и формализация комбинаторно-
оптимизационных задач. Приведена классификация задач структурного синтеза и ука-
заны их характерные особенности. 
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